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Alcune osservazioni sui singrammi commutati

NEpDA TURRI (Pavia) (*)

sSunto. - Si caratlerizzano ¢ singrammsi (o grafi) commutati di alberi, di
singrammi regolari, bipartiti regolari, completi.

1. - Nella presente Nota, fatti alcuni richiami, si caratterizzano,
eventualmente in pit modi, i singrammi commutati di alberi, op-
pure i singrammi (localmente finiti) commutati di altri regolari,
bipartiti regolari ed infine completi. I singrammi commutati sono
gid stati caratterizzati da altro Autore [6], onde ci si limiterd a
dare condizioni mnecessarie e sufficienti affinch® un singramma
commutato risulti di fatto il commutato di un singramma del tipo
gia ricordato.

2. - Nel lavoro [b] gia citato & data una definizione di sin-
gramma I'" commutato di uno I', Ja quale contempla anche il caso
che I' sia dotato di spigoli in parallelo (ciod di due o pilt spigoli
con gli stessi estremi, vertici del singramma) oppure di lacci (ed
eventualmente di lacci in parallelo), cioe di spigoli ad estremi
coincidenti.

Ora, i singrammi che noi dovremo considerare sono semplici
(cio sprovvisti di lacei e di spigoli in parallelo) e percid richia-
meremo la definizione di singramma commutato che basta per le
attuali circostanze [3].

DeriN1zIONE. - Dicesi singramma commutato di un singramma
semplice I un singramma (semplice) I i cui vertici siano in cor-
rispondenza biunivoca con gli spigoli di ' ed in cui due vertici
siano adiacenti (cio? estremi d’uno spigolo) se e solo se i corri-
spondenti spigoli di ' sono adiacenti (cio& incidenti ad uno stes-
so vertice).

Si dimostra che, dato T, & dato I (a meno di isomorfismi) ed
anche viceversa, salvo un solo caso eccezionale [8]. Inoltre, I'' &
un singramma commutato se e solo se gli spigoli di T si possono
ripartire in wna famiglia © di singrammi compleli a guisa che un

(*) Lavoro eseguito nell’Istituto di Geometria dell’Universita di Pa.
via, nell’ambito del Grappo di ricerca n. 20 del Consiglio Nazionale delle
Ricerche (Comitato per la Matematica), nell’ esercizio 1964.65.
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(qualunque) wertice di I'' appartenga ad al massimo due di tali
singramms completi [5]. Risulta anzi che, se I' ha come commutato
I, i singrammi completi di ©® somo i commutati delle singole
stelle di I' (').

3. - Singrammi commutati di alberi.

Albero & un singramma connesso (localmente finito, ciod tale
che ogni vertice & incidente ad un numero finito di spigoli) e privo
di circuili subordinati. Sia I' un albero, v un vertice di I' e T, la
stella subordinata a I' costituita dagli spigoli di ' aventi per ver-
tice v (stella di ceniro v). Passando da I' al commutato I’, a T,
corrisponde in I’ un singramma 1", completo (quale commutato di
T,); e, siccome I' & sprovvisto di circuiti, i circuiti di I'” sono con-
tenuti in qualche I',.

Viceversa, se I'" & commutato e se esso ammette una famiglia
® di singrammi completi tali che ogni ecircuito subordinato a I’
appartenga ad un singramma di O, allora I pud presentarsi quale
commutato d’un albero I Invero, si costruisca I' a partire da I
e da O col criterio fissato in [5] e si osservi che ad un circuito A
di T corrisponderebbe in T’ una famiglia ®,, di />>3 singrammi
di ®; i singrammi di ©, potendosi anzi ordinare ciclicamente in
modo che due consecutivi siano sempre incidenti, essendo essi
commutati delle I stelle di T aventi per centri i singoli vertici di A.
D’altra parte, dal sottosingramma di T’ costituito dagli spigoli
(coi risp. vertici) appartenenti ai singrammi di ®,, si potrebke
estrarre un circuito non contenufo in nessuno dei singrammi di ©.

Si conclude:

I'" essendo commutato, potra di fatto preseniarsi come commulalo
d’un albero se e solo se I'' pud scomporsi nei singrammi completi
d' una famiglia © avente U ulteriore proprietd. che ogni circuito sub-
ordinato a I sia subordinato ad un singramma di ©.

Per una diversa caratterizzazione dei singrammi commutati di
alberi, conviene osservare che in un albero ogni spigolo non fer-
minale (ciod tale che nessuno dei suoi vertici sia terminale) & di
rottura ().

() Veramente, ad una stella con centro in un vertice terminale di I
(cioé incidente ad un solo spigolo) non corrisponde nessun singramma
completo di I o, se si vuole, corrisponde in I’ il singramma completo
dotato di un sol vertice e nessuno spigolo. Se tali singrammi completi si
aggregano alla famiglia ©, allora pud dirsi che I' & commutato se e solo
se ogni vertice di I & comune a due singrammi completi di 8-

(3) Uno spigolo, non terminale, d’un singramma connesso dicesi di
rottura se la sua soppressione rompe la connessione del singramma. .
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Passando dall’albero I' al suo commutato I'' e dalla famiglia
delle stelle T, di T alla famiglia © di I, ne viene che ciascun
vertice di T’ comune a due singrammi di © risulla di roltura (3).

Tale proposizione pure s’inverte, onde essa & caratteristica per
un singramma T’ che (essendo per ipotesi commutato) si possa di
fatto presentare quale commutato d’un albero.

4. - Singrammi commutati di singrammi bipartiti regolari,
regolari, completi.

Se [ & regolare tutte le stelle I', contengono lo stesso numelo
di spigoli, onde, passando a I”, tutti i singrammi completi I,
(I", essendo il commutato di I',) di & contengono lo stesso nu-
mero di vertici; viceversa se I'’ & commutato ed ammette una fa-
miglia © di singrammi completi dello stesso ordine (ciod con lo
stesso numero di vertici) allora I’ pud presentarsi quale commu-
tato d’un singramma I’ regolare.

Cid & immediato appena si ricordi ancora che nel passaggio da
I' a |Y (risp. da 1" a I') alle stelle I', corrispondono i singrammi
I, (visp. ai singrammi I, le stelle I,).

Se poi I' & bipartito regolare (?), passando a I' séi irova una
famiglia ©, la quale é unione di due famiglie disgiunie ©, , O,; 4
singrammi completi di O, (risp. di ©,) hanno lo stesso ordine n,
(risp. n,) e ciascun vertice di T’ & comune a due singrammi di ©
di cut wno appartenente a ©, e I’ aliro a ©,. Basta infatti ricordare
che ad un vertice di I corrisponde uno spigolo di I' i cui vertici
estremi (cfr. ()} hanno grado %, e risp. n, (°).

Anche qui si trova che le proprieta descritie per ® sono ca-
ratteristiche per un singramma I'' commutato di I' bipartito rego-
lare (in particolare, di I’ regolare (e bipartito) se », = n,).

Supposto infine ' completo, st trova T’ regolare con una janui-
glia O di singramwmsi completi dello stesso ordine; e il numero des
singrammi di © supera di uno il loro ordine.

Tale proprietdh & caratterisiica per una famiglia ® subordinata
ad un singramma 17 commutato d’uno completo.

(?) Un vertice, non terminale, d’un singramma connesso dicesi di
rottura se la soppressione del vertice e degli spigoli del singramma ad
esso incidenti rompe la connessione del singramma.

(*) Dicesi bipartito un singramma I' i cui vertici si possono attribuire
a due famiglie F,, F, (disgiunte) tali che ciascuno spigolo di I' abbia un
vertice in F; e uno in F,; dicesi bipartito regolare se i vertici di F, (risp.
di F,) hanno lo stesso grado », (risp. #;). Ricordiamo anche che per grado
d’un vertice s’intende il numero degli spigoli ad esso incidenti.

(5) Si notera che I risulta di fatto un singramma regolare.
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5. - Singrammi con commutato regolare.

Gia & stato osservato (n. 4) che un singramma T regolare o
bipartito regolare ha come commutato un singramma I'" regolare.

Dimostriamo che, viceversa, se I & regolare, I' risulta rego-
lare o bipartito regolare.

Percid si osservi che il grado d’un vertice di I & uguale alla
specie (%) dello spigolo corrispondente di I'; dunque, tutti gli spi-
goli di T sono della stessa specie e cid implica che T sia regolare
o bipartito regolare (), come pud ritenersi variamente noto e pud
accertarsi in modo affatto elementare.
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() T sara precisamente regolare se esistono due vertici adiacenti dello
stesso grado, bipartito regolare se due vertici adiacenti banno grado
diverso. E non si esclude che I' possa essere sia regolare che bipartito.

(6) Specie d’uno spigolo & la somma dei gradi dei suoi vertici dimi.
nuita di due.



