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Sulla decomposizione di una variabile casuale
seguente la legge di Cauchy.

FuLvio ARCANGELI (Verona)

Sunto. - Si¢ considera la decomposizione per somma di una variabile ca-
suale e si dimostra con un esempio che un teorema valido per una
variabile seguente la legge di Gauss o seguenie la legge di Poisson,
non vale se la variabile casuale segue la legge di Cauchy.

1. - E ben nota la fondamentale proprieta riguardante le leggi
di Gauss, di Poisson e di CaucHY, che cio®, se due o piit varia-
bili casuali indipendenti, seguono una di quelle leggi, anche la
loro somma obbedisce alla legge considerata.

Questa proprietd & stata invertita, relativamente alle sole leg-
gi di Gavuss e di Porsson, rispettivamente dal CramMir e dal
Reigorr (Y.

Si hanno cosi i seguenti due importanti teoremi:

Se la somma Z di due variabili casuali X, Y, indipendenti, &
una variabile gaussiana, allora lo sono purve X e Y.

Se loa somma Z di due variabili casuali X, Y, indipendenti, é
una varialile seguente la legge di Poisson, allora X e Y seguono
anch’esse, a meno di una costante arbitraria additivae, la legge di
Poisson.

In questa breve Nota desidero mostrare, attraverso un esempio,
che l’indicato teorema sulla decomposizione di una variabile ca-
suale, valido per wuna variabile casuale seguente la legge di
Gauss o quella di PoissoN, non wale invece per una variabile
casuale seguente la legge di Cauchy. Penso che il lavoro abbia in-
teresse per la semplicith dell’ esempio.

2. - Una variabile casuale Z segue la legge di CAUCHY se la
sua densitd di probabilitdh nel punto z &

1
(1) h(z)=7_:ﬁ? . — oo <2< + oo

() Cfr, G. OrTAVvIANI, Su una fondamentale proprieté delle leggi di
Gauss e di Poisson, Giornale dell’Istituto Ttaliano degli Attuari; Anno IX
N. 2, Aprile 1938, sia per la bibliografia che per una dimostrazione ele-
mentare.
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dove o & un parametro positivo, esprimente la maggiore o minore
dispersione della variabile casuale intorno al suo centro di sim-
metria, che & 1’origine.

La funzione caratteristica di tale variabile casuale &, com’®
noto,

-+co
2 Y (t) = M (eitZ) = 1[ eitr — % gz — e—alt|
. n a’ 4-2* ’
—00
ed esiste per ¢ reale, positivo o negativo.

Le due variabili casuali indipendenti X e Y che, pur non
seguendo la legge di CAUCHY, hanno per somma una variabile
casuale di CAUCHY, sono caratterizzate, rispetfivamente, la prima
dalla densitd di probabilith

-+

% —“——E——du —o <Lz oo
9[" w I % <z < 4 oo,

o
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(3) fl®) =

dove o & un parametro positivo, e la seconda dalla densitad di
probabilita

1 1,2
4) g(y)=;[ng_y2+(£+;jzy], —oo ]y < + oo,

dove B & un paramefro che supponiamo maggiore di uno.

La (3) e la (4) risultano effettivamente due densitdh di proba-
bilith, essendo positive per qualsiasi valore di x o di y, come
risulta immediatamente, ed essendo uguale ad uno il loro inte-
grale da —oco a -+ oo, come risulterd, come caso particolare, per
t =0, dalle prossime formule (6) e (7).

Esse rappresentano due variabili casuali aventi una distribu-
zione simmetrica intorno all’ origine. Per dimostrare che la som-
ma di queste due variabili casuali segue la legge di CaucHy, si
pud utilizzare direttamente la formula

<00
(5) no=[ fe—agman

-— Q0

che permette di calcolare la densitd di probabilita & (2) della som-
ma delle due variabili casuali indipendenti X e Y. Si troverebbe
in tal modo, per &(z), I’espressione (1), con il valore « 4 § del
parametro a.

Invece di procedere per questa via, conviene calcolare le fun-
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zioni caratteristiche delle due variabili casuali e mostrare che il
loro prodotto fornisce la funzione caratteristica (2) della variabile
di CavcHY, con a =« + 8.

La funzione caratteristica della variabile X & fornita, a causa
della (3), dall’ espressione

+o0 ~+o0
) . ex U
o (t) = M(eitX) = f eite dos o f e—% ——  du —
™ u? + xz

—oo o

+oo 1 00 o0

=e¢/ e—“du-;/ eitn _"+90’ dac:emf e—we—ult|dy,
% ~~00 2
e quindi, integrando, da
e—x|tl

6 t = e
(6) *0) = 177

La funzione caratteristica della variabile Y & fornita, a causa
della (4), dell’ espressione

-+
. 1 ?—
= arien) =2 ew[glg + |

—00

ossia, per la (2) e tenendo presente che il secondo addendo in
parentesi quadra & una funzione pari di y,

2

V() =e- B|t|+ OOSty (;2 yz)z Y

—20

da cui, integrando per parti, con cost y fattor finito, si ottiene
+ ’
Y{t) = e—BItI 21 senty ~Y . a
SO A P Y §2+ yz
—00

Il secondo addendo del secondo membro si sa calcolare (*) ed

(?) Per il calecolo di tale integrale si pud porre nel terzo membro
della (2) z==ax e poi si possono derivare, rispetto al parametro a, terzo
od ultimo membro della (2); la derivazione sotto il segno & lecita data la
convergenza assoluta dell’integrale.
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® uguale a |t | e—Bltl; ne segue

(7) $y=ePBltI(L4 | E])

Poiche la somma delle due variabili casuali X e Y, ha per
funzione caratteristica la funzione

X(t) =0 (t) - ¢ () = e~atB L],

sl deduce allora che essa segue la legge di CaucHY, mentre le
sue componenti X e Y non seguono tale legge, in accordo con
quanto abbiamo affermato. Quindi il citato teorema di decompo-
sizione di una variabile casuale, non vale se la variabile casuale
segue la legge di Caucnay.

Pervenula alla Segreteria dall’U.M.I.
il 9 febbraio 1965.



