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Sul problema della conduzione del calore nel muro

Nota di DEMORE QUILGHINI (a Firenze) (¥} (¥¥)

Summary. - In this paper we study the problem of conduction of heat in
a wall and suppose that mass density is « function of temperature and
therefore variation of volume takes pluce.

In particular we introduce a suitable lagrangian coordinate and
reduce the problem to another one in swwhich variation of volume is ne-
glected.

1. Introduzione. - In un recente lavoro [3] {!) ho studiato un
problema del tipo di STEFAN nella ipotesi che la densiti materiale
sia costante, diversa da fase a [ase prendendo in considerazione
anche le variazioni di volume che si verificano durante il processo
del cambiamento di fase.

Tale studio viene notevolmente semplificato introducendo una

opportuna coordinata lagrangiana che permette di dare al problema
la stessa forma matematica nella quale si suole schematizzare il
fenomeno quando non si considerano le variazioni di volume. 1l
procedimento seguito in [3] per realizzave tale trasformazione non
€ perd condizionato dalla ipotesi della costanza della densith mate-
riale nelle due fasi e pud estendersi anche nella ipotesi che tale
grandezza sia funzione della temperatura.
Argomento di questa nota & appunto quello di generalizzare tale
procedimento fornendo cosi uno schema semplice nel quale inqua-
drare i fenomeni di conduzione del calore in un muro accompa-
gnati da variazione di volume.

Sia M un sistema materiale solido termicamente isotropo e siano
k=1KT), c=c(T) e o =p(T) rispettivamente la conducibilita ter-
mica, il calore specifico a pressione costante e la densith materiale
delle particelle P di M che si trovano alla tempeiatura 7. Suppo-
niamo che ad un certo istante, che assumiamo come istante ini.
ziale t = O, M occupi uno strato piano indefinito S, di spessore

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo n° 6 di Ricerca
Matematica del C.N. R.

(**) Istituto Muatematico «U. DiN1» Viale G.B. Morgagni, 67/a Firenze,.

(*) I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla bibliografin posta
al termine del lavoro.
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8,> 0 e che la temperatura alla quale si trovano inizialmente le
particelle di M dipenda soltanto dalla distanza da uno dei due
piani che limitano S,. In tali ipotesi, e se le condizioni per la
temperatura sulle facce che limitano M per t> 0 si esprimono
esclusivamente mediante assegnate funzioni del tempo, la condu-
zione del calore in M & unidimensionale ed anche per {>0 MM
occupa uno strato piano indefinito S il cui spessore s &, a causa
delle variazioni di volume dovute alla supposta dipendenza di ¢
da T, una funzione del tempo s(f) > 0, s(0) = s,, a priovi incognita.

Cid premesso assumiamo un riferimento cartesiano ortogonale
Q = (x, y, 2) tale che i piani di equazione x =0 e x = s(f) coinci-
dano con i piani che limitano S e, tenuto conto che le particelle
P di M si muovono in Q a causa delle variazioni di volume sopra

dx
dette, indichiamo con v = dt la velocith, in Q, delle particelle

di M che all’istante ¢{ hanno ascissa x. In queste condizioni, e
supposto infine che la conduzione del calore in M avvenga a pres-
sione costante. 1’equazione indefinita che regge il fenomeno &:

24T _

_a_T ) ﬁ—T t t
| B o = P TV O ho<E< S

1)

Per giustificare lo (1) ragioniamo come segue. Fermo restando
il significato di v. di k e di ¢ indichiamo con c¢* = c¥ 1) il calore
specifico « medio » tra la temperalura T e la temperalura di rife-
rimento I, che sard quella del calorimetro usato per fare le misure
dei coefficienti calorimelrici, e che possiumo usswumere nulla (cfr.
E. PERUCCA, Fisica Generale e Sperimentale, VIIC® ed., v.le I, § 827,
n° 1. pag. 762). In questa posizione (cfr. loc. cit.) la quantitd di
calore necessaria per portare I'unita di massa dalla temperatura
T, =0 del calorimetro alle temperatura T é:

Q =c"T)T.

Percin, con riferimento al calore specifico « medio » « partire da
T,, la quantita di calore necessuria per portare lI'unita di massa
dalla temperatura T alle temperatura T 4+ AT sard:

AQ =T+ ATHT + AT)— ¢ T)T.

Quindi. poiché si ha, con riferimento al calore specifico vero
c=-c|D) alla temperatura T (cfr. loc. cit.), NQ = c(T)AT, otte-
wiamo il legaine :

d

* c* *
*) Td7[+c=c
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tra il calore specifico «vero» alla temperatura T e il calore spec.-
fico medio tra la temperatura T e la temperatura di riferimenio
T,=0. Inoltre usando c*{(T) e riferendoci alla unit@d di volume,
anziché alla unitc di massa, la variazione della quantita di calore
passando dalla temperatura T alla temperature T + AT sara

o(T + AT)HT + ATHT + AT) — o T)eH T) T

e quindi la variazione della quantitc di calore, contenuta nell’ unita
di volume. nella unita di tempo sard esprecsa do:

foc*T
at

Infine, assumendo nulla la quantita di calore quando la tempe-
ratura ¢ T,, si ha che la quantita di calore contenuta nell unitd
di volume alla lemperatura T é:

c*pT.

Percié U equazione indefinita che regge la propagazione del calore
in M e:

oT g
R N A A el
oa | Ko — 0T ot

Da gui, ricordando la (*) ed osservando che

dp v
ot o =

segue la (1).

Perd, a quanto mi risulta (cfr. [1] cap. I, § 1.6 pp. 8-13), si suole
generalmente sostituire alla (1) I’equazione:

2 aT oT
2) E;zkﬁs=cpﬁ,o<t,o<x<so,

in considerazione che gli effetti dovuti alle variazioni di volume
sono piccoli essendo, in generale, » molto piccola e sopratutto
perché la sostituzione della (2) alla (1) semplifica notevolmente il
problema dal punto di vista analitico. Infatti nei problemi ai limiti
connessi alla (1) il contorno stesso & incognito, e c¢id perché s(f)
dipende dallo stato termico in ogni punto di M tramite g, mentre
tale difficolth non si presenta nei problemi connessi alla (2).
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Come & noto la (2) costituisce lo schema nel quale si inquadrono
i problemi di conduzione del calore in un muro quando non vié&
dilatazione, percid il sostituire alla (1) la (2) significa, dal punto
di vista fisico-matematico, sostituire ad un problema nel muro M
I"analogo problema in un muro M’ per il quale la densith dipende
al pit dal posto. Perd, mentre i due problemi, e cio® quello di
determinare la temperatura nei punti di M e lo analogo per i
punti di M’, sono molfo diversi dal punto di vista matematico,
come abbiamo osservato, si ‘presentano come identici quando tale
determinazione di temperatura si realizzi fisicamente trattandosi
in ambedue i casi di collegare opportunamente ad un termometro
la particella in esame sia essa di M, e quindi mobile in O, sia
essa di M’ e percid fissa.

Cid ha fatto pensare, e tale osservazione non mi risulta sia
stata fatta da altri, che anche dal punto di vista fisico-matematico
i due problemi possano essere visti unitariamente, a condizione
di abbandonare il rifevimmento Q introducendo. al posto della varia-
bile locale x, una opportuna coordinata lagrangiana atta ad indi-
viduare completamente le particelle del muro in esame.

Scopo di questo lavoro & appunto quello di mostrare come. con
riferimento ad una opportuna coordinata sostanziale, il problema
della conduzione nnidimensionale del calore in un muro M in cui
p dipende da T, e nel quale si hanno percid variazioni di volume,
& formalmente identico all'analogo problema in un muro M’ in
cui la densith dipende al pitt dal posto e dove non si hanno percid
variazioni di volume.

In particolare vedremo che, usando tale coordinata, I’equazione
indefinitd che regge il fenomeno, sia dell’uno che dell’altro caso.
& della forma (2), mostrando cosi, da un lato, la non necessita della
approssimazione che solitamente si suole fare sostituendo la (2)
alla (1), quando si studia il caso in cui si hanno variazioni di
volume, e rivalutando, dall'altro, gli studi condotti sulla (2) in
quanto, a causa della identith formale sopra detta, si prestano,
salvo un diverso significato dei simboli, a descrivere compiuta-
mente anche il caso in cui si hanno variazioni di volume.

Terminando si riduce alle quadrature il problema della deter-
minazione dell’incognito spessore s(f) nel caso (1) e, usando ancora
della coordinata sostanziale sopra detta, si scrivono in forma sem-
plice le equazioni indefinite che reggono un problema del tipo di
STEFAN in M senza dover rinunciare a considerare le variazioni
di volume.
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2. Riduzione del problema (1) alla forma (2). - Qui e nel se-
guito supporremo che k e ¢ siano funzioni continue di 7. natu-
ralmente positive, di piih supporremo che ove p dipenda da T, come
nel caso (1), essa sia derivabile rispetto a T, se poi ¢ dipende
soltanto da x, come nel caso (2). ci basterd supporre che sia fun.
zione continua di x; in ambedue i casi & poi naturalmente :>0 (3.

Cid premesso sia P una generica particella ai M. Indichiamo
con u la quantith di materia contenuta in un cilindro di base
unitaria sul piano x =0, a generatrici parallele all’asse x e di
altezza uguale all’ascissa x che la particella P ha all’istante ¢.
Per ogni fissato ¢ si ha poi:

3) Aw = ¢(Tix, t)dx

e da qui per la particella P che all istante { ha ascissa x otteniamo:

x

4) b= j (T, E)de.
[

Manifestamente, pur potendo variare nel tempo la x della par-
ticella P, a causa delle variazioni di volume specificate nel n° 1,
la coordinata p relativa alla particella F resta costante nel tempo.

Percid derivando la (4) rvispetto a £, ricordando le ipotesi fatte su
p, 8i ha per la velocita » di P in Q:

x
" A TE. ) 9TG, 1) .
1 dTg, ot ?
i _dzm_
) v=ar T A T, )

Cib premesso osserviamo che, suppostan nota T(z, #). 0 <.
0 <z < s(f), e quindi supposta nota ; in funzione di = e di ¢ tra-

mite T, & possibile dalla (4), scrifta nella forma fiu, , ) = 0, espri-
mere x mediante » e ¢ avendosi:

of (@ v, t)

0 x x 1 =
)

(2) I risultati ai quali perverremo sia qui che nel n® 3 si ottengono
pure con ipotesi meno restrittive suile funzioni k, ¢ e ¢.
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Quindi ricavato dalla (4) x = x(x, t) avremo, sostituendo in T(x. 1)

(6) Tz. t) = Tixlw, 1), t)= Ulw, t)
Da quest’ultima, per I’invarianza del differenziale totale, segue:

() —d +"—!’1t=ﬂ]du+a—[{u

D’altra parte, per ogni incremento arbitrario dx e di delle
variabili & e { si ha dalla (4), tenuto conto anche della (5):

du = ¢(T(x, tydx — vl T(x, L))dE

e percid da qui e dalla (7) otteniamo:

2T\, 1) BU(u. t)
o AT ) -
(8)
T\, t 20w 2O,
2 0 _ e ria, 4 2,

n

Da queste ultime. sostituendo nella (1) dopo aver osservato che
k, ¢ e p possono pensarsi, in forza della {6), come funzioni di
U = Uly, t) e notando altresi che

L aU‘“’ t)i Ko oU(u, t)i
ox ' = ap,z

otteniamo
9 4 0 oU

(1), a_y;kP?(=CEZ’O<t=O<-“°’

avendo posto, ricordando la (4):

'3(3)
uo = [ o( Tt

v
0

Dalla (1),, osservando che v, & costante nel tempo, segue poi
I’ asserita riduzione del problema (1) alla forma (2) non appena
avremo dimostrato che concscendo Uiy, £). 0 <4, 0 < =< u,, & pos-
sibile risalire alla determinazione di Tix, #), 0 <, 0 <<z < s(f).
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Supposto nota Uiy, ) pensiamo nella (3) ¢ come funzione di w
e di ¢ tramite U. Avremo:

B

dr,
© == [z
[
Percid essendo:
*
9 : d, 1
BT*) / .-:a(U(m—t)_)—xi = {Tw )~

& possibile esprimere dalla (9) v. in funzione di x e di £ Quindi,
sostituendo 1'espressione trovata per w in Uy, ¢) otteniamo, in forza
della (6), T(x, £). Dalla (9) infine, tenuto conto che per z= =s(t) &
=1, si ha:

Po
dy.

(10) 8(t) = “Tlﬁ;-—t) .
ou ]

Si riduce cosi alle quadrature, una volta nota Uly, £). la deter-
minazione dell’incognito spessore del muro M.

In maniera del tutto simile si riduce poi alla forma (1), il caso
della conduzione del calore in un muro M’ in cui, dipendendo la
densita soltanto dal posto, mon si hanno variazioni di volume.
Basta infatti partire dalla forma (2) e tenere conto che, in questo
caso. al posto delle (8) si ha:

8Tz, t)  oUlw, t) 9T &) aU(y, )
2 T a8 et

essendo v = 0.

3. Le equazioni indefinite nei problemi del tipo di Stefan. -
Siano k, ¢ e p funzioni della temperatura soddisfacenti alle condi-
zioni di cui al n° 2. Essendo k funzione della temperatura & noto
come alla equazione (2) possa darsi, con una opportuna trasforma-
zione dovuta a G. KiRCHHOFF (cfr. Joc. cit. in [1]), la forma tipica

=

R
.

2

8

k
cp o
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Procedendo qui in modo analogo. essendo il prodotto ks soltanto
funzione di U, trasformeremo la (1),.
Poniamo:

U ty
Ry, t) = J E(w)p(u)de

[

Nelle nostre ipotesi su k e ¢ avremo:

. R _ U aR oU

In conseguenza la (1), diviene:

kp *R R
(), = 0<t 0<u<u,

c out

Cid premesso supponiamo che nel muro M abbia luogo un feno-
meno di cambiamento di stato a partire, ad esempio, dal piano
& = 0. Tanto per fissare le ipotesi supponiamo che la fase x si trovi
dalla parte del piano x =0 e la fase § dalla parte del piano x==s(t)
(per I’argomento di questo n® cfr. |1], cap. X1, §§ 11.2 pp. 282.284;
vedasi anche [2] e [3]). Caratteriziamo poi con Vindice 2 le gran-
dezze relative alla fase x e con l’indice B le grandezze relative
alla fase B. Indicata con a = hi#)’l’ ascissa del piano mobile, fronte
di separazione tra le due fasi, e con C la quantita di calore latente
emesso, od assorbito, dall’unitah di massa mel cambiamento di fase,
le equazioni indefinite che reggono, nel riferimento Q, la condu-
zione del calore in M sono (cfr. la (1)), per la fase x:

s, 2 ) aT,‘z 2T, 2T,

ax,k,—. Cxpz 5y + VaCapa o Py , 0 <t 0<<a<<hit),
e per la fase §:

. 2 oT ol
(13)2 a;;ke =2 2—66 Pe ~o3- at +vscppe 5 -, 0<t hb)<z<s(t)

mentre sul fronte di separazione avremo:

T y
(14) lim ky — — lim kp —1~§ = Cm(t), t>0,
x — h(l)— ox x—e hil) |
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avendo indicato con m(f) la quantith di materia che si trasforma,
per unita di area normale all’asse x e per unith di tempo, sul
fronte di separazione tra le due fasi ed all’istante ¢ considerato.
A quanto mi risulta nella (13), e nella (13)p si sogliono trascurare
i termini di spostamento

0T, 2Tg
VaCafa 2075 YBCR P S

dovuti alle variazioni di volume in seguito alla dipendenza della
densitd dalla temperatura, sostituendo ad esse delle equazioni del.
tipo (2) piti semplici. Anche qui, ragionando come nel n° 2, mostre-
remo che tale approssimazione non & necessaria potendosi ottenere
ancora la forma semplice senza dover rinunciare a considerare i
termini di spostamento.

Indichiamo infatti con e(f) la quantith di materia contenuta
nel cilindro di base unitaria sul piano x =0, a generatrici paral.
lele all’asse w, che si . trasformata dalla parte della fase x al
tempo £ In questa posizione, usando ancora della coordinata wu

definita nel mn° 2, ragionando come nel n° 2 e successivamente
come nella prima parte di questo paragrafo, dalle (13) otteniamo :

_’fgfg a!Ra(E‘-e 1) _ ok, (!‘*’ t)

(18)x Cx ot ot

y 0t 0<p <Tel(t),

kgpp *Rga(w, t) aRp(w. ?)
ca wr ot

(15)g » 0t elt) <<y,

mentre, ricordando la prima delle (8) e la prima delle (12), osser-

vando che & Cm(t)= Ce(t) in forza delle definizioni: di m(t) e
di e(t), dalla (14) otteniamo: '

R, (v, ¢
(16) lim 0Bl t)
po—ee(t) — O p— e (B o

Iufine poiché dalla (11) & possibile determinare U, noto R, sara
possibile, per quanto gia detto al n° 2, risalire alla determina-.
zione di  T(x. ).
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Terminando notiamo che & possibile determinare lo-spessore
s(t) del muro JM con semplici quadrature una volta noti eii),
R,{u, t) per 0 <t, 0<u<e(f) e Rp(w, £t} per 0<¢, elf)<u<<u,.
Basta per questo ragionare come per stabilire la (10) e otter-
remo Cosl:

e(t) o

du du
(n sté) =.,/ pa(Raly, t)) T .-({)Fe(Ra(w iy’
0 [

Mediante la (15),, la (15); e la (16) un problema unidimen-
sionale del tipo di STEFAN in un sistema materiale solido, nel
quale avvengono anche variazioni di volume, viene ricondotto ad
un problema del tipo ordinario in cui tali variazioni di volume
non si considerano rivalutando cosl gli studi analitici fatti in
quest’ultima posizione, in quanto, salvo un diverso significato
per i simboli, si prestano a descrivere anche il problema com-
pleto. Inoltre mediante la (17) viene dato il modo di valutare
come si dilata, o si contrae, uno strato materiale piano indefinito
nel quale avviene un cambiamento di stato, una volta risolto il
problema di STeEFaN del tipo ordinario.
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