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Sul problema délia conduzîone del calore nel inuro 

Nota di DEMORE QUILGHIXI (a Firenze) (*) (**) 

Summary. - In this paper we study the problem of conduction of heat in 
a wall and suppose that mass density is a fmiction of température and 
therefore variation of volume takes place. 

In particular we introtiuce a suitable lagrangian coordiuate and 
reduce the problem to another one in which variation of volume is ne-
glected. 

1. Introduzione. - In un récente lavoro [3] (1) ho studiato un 
problema del tipo di STEFAN nella ipotesi che la densità materiale 
sia costante, diversa da fase a fase prendendo in considerazione 
anche le variazioni di volume che si verificano durante il processo 
del cambiamento di fase. 

Taie studio viene notevolmente semplificato introducendo una 
opportuua coordinata lagrangiana che permette di dare al problema 
la stessa forma matematica nella quale si suole schematizzare il 
fenomeno quando non si considerano le variazioni di volume. Il 
procedimento seguito in [3] per realizzare taie trasformazione non 
è pero condizionato dalla ipotesi délia costanza délia densità mate
riale nelle due fasi e pu5 estendersi anche nella ipotesi che taie 
grandezza sia funzione délia temper^fcura. 
Argomento di questa nota è appunto quello di generalizzare taie 
procedimento fornendo cosi uno schéma semplice nel quale inqua-
drare i fenomeni di conduzioue del calore in un muro accompa-
gnati da variazione di volume. 

Sia M un sistema materiale solido termicamente isotropo e siano 
Je = k(T), c = c(T) e p = p(T) rispettivamente la conducibilità ter-
mica, il calore specifico a pressione costante e la densità- materiale 
délie particelle P di M che si trovano alla tempeiatura T. Suppo-
niamo che ad un certo istante, che assumiamo corne i s tan te ini-
ziale t = 0, M occupi uno strato piano indéfini to S0 di spessore 

(*) Lavoro eseguito nelPambito deU'attività del Gruppo n° 6 di Ricerca 
Matematica del C. N. R. 

(**} Istituto Matematico «U. DINI* Viale G.B. Morgapni, 67/a Firenze. 
(*) I nu me ri in parentesi quadra si riferiscono alla bibliogiafia posta 

al termine del lavoro. 
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« 0 > 0 e che la temperatura alla quale si trovano inizialmente le 
particelle di M dipenda soltanto dalla distanza da uno dei due 
piani che limitano SQ. In tali ipotesi, e se le coudizioni per la 
temperatura su lie facce che limitano M per t > 0 si esprimouo 
esclusivamente mediante assegnate funzioni del tempo, la condu-
zione del calore in M è unidimensionale ed anche per t > 0 M 
occupa uno strato piano indefinito S il cui spessore s è, a causa 
délie variazioni di volume dovute alla supposta dipendenza di p 
da T, un a funzione del tempo s(̂ ) > 0, s(0| = s0, a priori incognita. 

Ciô premesso assumiamo un riferimento cartesiano ortogonale 
O == iXj y, z) taie che i piani di equazione x = 0 e x = s{t) coinci-
dano con i piani che limitano S e, tenuto conto che le particelle 
P di M si muovono in O a causa délie variazioni di volume sopra 

dx 
dette, indichiamo con v = ,. la velocità, in O, délie particelle 

di M che all 'istante t hanno ascissa x. In queste coudizioni, e 
supposto infine che la conduzione del calore in M avvenga a pres-
«ione costante. Vequazione indefinita che regge il fenomeno è : 

9 L dTj dT , cT 
<*> to\kîx\=C?H+VCïte>0<L0<:x<Slt)' 

Per giustificare la (1) ragioniamo corne segne. Fer ni o restando 
il significato di v. di k e di p indichiamo con c* = c*( T) il calore 
specifico « medio » tra la temperatura T e la temperatura di rife
rimento fI\, che sarà quella del calorimetro nsatoper fare le misure 
dei coefficient i calorimetrici, e che possiumo assnmere nulla (cfr. 
Fi. PERUCCA, Fisica Générale e Sperimentale. VII 0 éd.. v.le I, § 327, 
n° 1. pag. 762). In questa position e (cfr. loc. cit.j la quantité di 
calore necessaria per poriare V invita di massa dalla temperatura 
2\ = 0 del calorimetro alla temperatura T è : 

Q = c*\T)T. 

Perciô, con riferimento al calore specifico « medio » a partire da 
T0, la quantité di calore necessaria per poriare l'unité di massa 
dalla temperatura T alla temperatura T+ AT sarà: 

A Q = c*( T + A TU T + A T\ — c*( T) T. 

Ouindi. poichè si ha, con riferimento al calore specifico rero 
c = c[T) alla temperatura T [cfr. loc. cit.), AO = c(T)A7\ otte-
niamo il legame : 
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ira il calore specifico « vero » alla temperatura T e il calore speci
fico medio ira la temperatura T e la temperatura di riferimento 
T0 = 0. Inoltre usando c*( T) e riferendoci alla unité di volume, 
anzichè alla unité di massa, la variazione délia quantité di calore 
passando dalla temperatura T alla temperatura T + A T saré 

p(T+ \T)c*{T + /aT)(T + AT) —p(T)c*(T|T 

e qnindi la variazione délia quantité di calore, contenuta nelV unité 
di volume, nella unité di tempo saré esprecsa da : 

rpc*T 

^1T' 
Infine, assumendo nulla la quantité di calore quando la tempe

ratura è TQ, si ha che la quantité di calore contenuta nelV unité 
di volume alla temperatura T è : 

c*PT. 

Percib V equazione indefinita che regge la propagazione del calore 
in M è: 

3 \ idT * ml 3C*pT 
dx\ dx r \ ot 

Da qui, ricordando la (*) ed osservando che 

dt ^ dx ~ ' 
segue la (1). 

Perô, a quanto mi risulta (cfr. [1] cap. I, § 1.6 pp. 8-13), si suole 
generalmente sostituire alla (1) l 'equazione ; 

a i , a n dT 
& -ox\kîx-\=CÏTt*0<i>0<X<< '0 y 

in considerazione che gli effetti dovuti aile variazioni di volume 
sono piccoli essendo, in générale, t1 molto piccola e sopratutto 
perche la sostituzione délia (2) alla (t) semplifica notevolmente il 
problema dal punto di vista analitico. Infatti nei problemi ai limiti 
conuessi alla (l) il contorno stesso è incognito, e ciô perché s(t) 
dipende dallo stato termico in ogni punto di M tramite p, mentre 
taie difficoltà non si présenta nei problemi connessi alla (2). 
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Corne è noto la (2) costituisce lo schéma nel quale si inquadrono 
i problemi di conduzione del calore in un muro quando non vi è 
dilatazione, perciô il sostituire alla (1) la (2) significa, dal punto 
di vista fisico-matematico, sostituire ad un problema nel muro M 
Tanalogo problema in un muro M' per il quale la densità dipende 
al più dal posto. Perô, nientre i due problemi, e cioè quello di 
determinare la temperatura nei punti di M e lo analogo per i 
punti di M\ sono molto diversi dal punto di vista matematico, 
corne abbiamo osservato, si presentano corne identici quando taie 
determinazione di temperatura si realizzi fisicamente trattandosi 
in ambedue i casi di collegare opportunamente ad un termornetro 
la particeila in esame sia essa di M, e quindi mobile in O, sia 
essa di M' e perciô fissa. 

Ciô ha fatto peusare, e taie osservazione non mi risulta sia 
stata fatta da altri, che anche dal punto di vista fisico-matematico 
i due problemi possano essere visti unitariamente, a condizione 
di abbandonare il riferimento O introducendo. al posto délia varia-
bile locale x, una opportuna coordinata lagrangiana atta ad indi
vidu are completamente le particelle del muro in esame. 

Scopo di questo lavoro è appunto quello di mostrare corne, con 
riferimento ad una opportuna coordinata sostanziaie, il problema 
délia conduzione nnidimensionale del calore in un muro M i n cui 
p dipende da T, e nel quale si hanno perciô variazioni di volume, 
è formaimente identico alFanalogo problema in un muro M' in 
cui la densità dipende al più dal posto e dove non si hanno perciô 
variazioni di volume. 

In particolare vedremo che, usando taie coordinata, F equazione 
indefinità che regge il fenomeno. sia delF uno che dell 'altro caso, 
è délia forma (2), mostrando cosi, da un lato, la non nécessita délia 
approssimazione che solitamente si suole fare sostituendo la (2} 
alla (1), quando si studia il caso in cui si hanno variazioni di 
volume, e rivalutando, dall'altro, gli studi condotti sulla (2) in 
quanto, a causa délia identità formai e sopra detta, si prestano, 
salvo un diverso significato dei simboli, a descrivere compiuta-
mente anche il caso in cui si hanno variazioni di volume. 

Terminando si riduce aile quadrature il problema délia deter
minazione delPincognito spessore s[t) nel caso (1) e, usando ancora 
délia coordinata sostanziaie sopra detta, si scrivono in forma sem-
plice le equazioni iudefinite che reggono un problema del tipo di 
STEFAN in M senza dover rinunciare a considerare le variazioni 
di volume. 
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2. R iduz ione del problema (1) a l la forma (2). - Qui e nel se-
gu i to s u p p o r r e m o che k e c siano funzioni cont inue di 1\ natu-
r a l m e n t e pos i t ive , di più suppor remo che ove p d ipenda da T, corne 
n e l caso (1), essa s ia der ivabi le r i spe t to a T, se poi p d ipende 
sol tanto da x, corne nel caso (2). ci bas te rà suppor re che sia fun-
zione c o n t i n u a di x; in ambedue i casi è poi n a t u r a l m e n t e p > 0 |3 | . 

Ciô p remesso sia P una gener ica par t ice l la ni M. Ind ich iamo 
con u. la q u a n t i t k di ma te r i a con tenu ta in un c i l indro di base 
u n i t a r i a sul p iano x = 0, a genera t r i c i para l lè le a l l ' a sse x e di 
a l tezza u g u a l e a l l ' a sc i s sa x che la par t icel la P ha a l l ' i s t an t e t. 
P e r ogui fissato t si ha poi : 

(3) Au = c( T\x, t))ISx 

e da qu i pe r la par t ice l la P che ai l ' i s tante t ha ascissa x o t t en iamo: 

œ 

<4| ! A =J f (T | ; , t))dl. 
0 

M a n i f e s t a m e n t e , p u r potendo va r ia re nel tempo la x délia par
t ice l la P , a causa délie var iaz ioni di vo lume specificate nel n° 1. 
l a coord ina ta a r e l a t i va al la par t ice l la P res ta costante nel tempo. 
P e r c i ô d e r i v a n d o la (4) r i spet to a t, r i cordando le ipotesi fatte su 
p, AI h a p e r la veloci tà v di P in il : 

• dïmi.t)) dm, t)d„ 

dx j ' d T ^ * 
{ 0 ) v - dt~ o[T(x, t)) 

Ciô premesso osserv iamo che, supposta nota T(x, t). 0 <: i. 
0 <C x < s(t), e q u i n d i supposta nota p in funzione di x e di t tra-
m i t e T, è possibi le dal la (4|, scr i t ta nel la forma /'(a, x, t) — 0, espri-
m e r e x m é d i a n te v. e t avendosi : 

df(x, u., t) 
dx 

^ J |"c| T(;, t))dl - jx j = p| Tl*, *) > 0. 

(2) I risultati ai quali jierverremo sia qui che nel n° 3 si otten^ono 
pure con ipotesi nieno restrittive sul le funzioni k, c e p. 



S U L PROM.EM Y DKI.LA COMII Z I ONE DEL CALORE NEL MT'RO 1 0 1 

Quindi ricavato dalla (4) x = X(\J-, t) avremo, sostituendo in T(x. t): 

|6| T(x. t) = T[x[[j., lu t) = £7{UL, t) 

Da quest'ultima, per Finvarianza del differenziale totale, segue : 

gT dT „ dV, , dU „ 

j7) — dar + —. dt = — du + — dt. 
' dx dt du- ot 

D?altra parte, per ogni incremento arbitrario dx e dt délie 
variabili x e t si ha dalla (4), tenuto conto anche délia (5) : 

du = c(T[x, t))dx — v?iT(x, t))dt 

e perciô da qui e dalla (7) otteniamo : 

(8) 
gTlag, <l 8Pli*. 0 . _ , ,v. 3171!*, i) 

Da queste ultime, sostituendo nella (1) dopo aver osservato che 
k, c e p possono pensarsi, in l'orza délia (6), corne funzioni di 
U = U[y., t) e notanclo altresî che 

a \ . a£/(a, t)\ a i èU^, t) 
a# / • au i r ajx [ • ay. 

otteniamo 

avendo posto, ricordando la (4) : 

8{t) 

^ = j?(T(l t))dl 

Dalla (1),, osservando che u0 è costante nel tempo, segue poi 
Fasserita riduzione del problema (1) alla forma (2) non appena 
avremo dimostrato che conoscendo Z7(u.» t\ 0 < t, 0 < a <: u0 , è pos-
sibile risalire alla determinazione di T(x, t), 0 < t% 0 < x < s(t). 
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Supposto nota U[v., t) pensiamo nella (3) p corne funzione di u. 
e di t tramite U. Avremo : 

(9) x = f 

Perciô essendo : 

drt 

?(U\r„ t)) 
o 

H-

-5-1 f -
aa ( J pi 

d" ' ' >o 
[U{* t)) ~ï-?(£/(!*, t)) 

è possibile esprimere dalla (9) u. in funzione di x e di t Qùindi, 
sostituendo F espressione trovata per y. in LT(u., t) otteniamo, in forza 
délia (6|, T(nc, t). Dalla (9) infine, tenuto conto che per x = s(t) è 
u- = p0 si ha : 

°̂ d 

o 

Si ri du ce cosi aile quadrature, una vol ta nota U(u., t). la dater-
minazione delFincognito spessore del muro M. 

In maniera del tutto simile si riduce poi alla forma (1}, il caso 
délia conduzione del calore in un muro Mf in cui, dipendendo la 
densità soltanto dal posto, non si hanno variazioni di volume. 
Basta infatti partire dalla forma (2) e tenere conto che, in questo 
caso. al posto délie (8) si ha : 

dT(x, t) __ aZ7<a, t) dT[x. t) _ a£%, t) 
dx ~~ p dp ? dt ~ H ' 

essendo v = 0. 

3. Le equazionî indefiiiîte nei problemi del tipo di Stefan. -
Siano fc, c e p funzioni délia temperatura soddisfacenti aile condi-
zioni di cui al n°. 2. Essendo k funzione délia temperatura è noto 
corne alla equazione (2) possa darsi, con una opportuna trasforma-
zione dovuta a G. KIRCHHOFF (cfr. loc. cit. in [1]), la forma tipica 

k_ c^__ £ 
cp dx*~ dt' 
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Procedendo qui in modo analogo. essendo il prodotto fcp-soltanto 
funzione di U, trasformeremo la (1),. 

Poniamo : 

i£(u} t) = j k{u)p[u)du 

Nel le nostre ipotesi su fc e c avremo: 

dR dU dR _ nU 

In conseguenza la (1), diviene : 

ko d*R dR r 

Ciô premesso supponiamo che nel muro M abbia luogo un feno-
meno di cambiamento di stato a partire, ad esempio. dal piano 
x = 0. Tanto per fissare le ipotesi supponiamo che la fase a si trovi 
dalla parte del piano x = 0 e la fase p dalla parte del piano x~s(t) 
(per Fargomento di questo nu cfr. |1], cap. XI, §§ 11.2 pp. 282 284; 
vedasi anche [2] e [3]). Caratteriziamo poi con F indice a le gran-
dezze relative alla fase a e con F indice p le grandezze relative 
alla fase p. Indicata cou x = h\t) F ascissa del piano mobile, fronte 
di separazione tra le due fasi, e con C la quantità di calore latente 
emesso, od assorbito, dalFunità di massa nel cambiamento di fase, 
le equazioni indefinite che reggono, nel riferimento Q, la condu
zione del calore in M sono (cfr. la (1|), per la fase a: 

/) l *ï T1 1 /) T1 % T 

<13,3t s ï I *a "te* j = Capa if + *»c*p a "iT' ° < *' ° <x<h(t)* 

e per la fase $ : 

<18)3 âx r p lâë" i = cp pp if + Vp cp pp "ai" ' 0<*' *!')<*<*<') 

mentre sul fronte di separazione avremo: 

dT~ dTa 
414) lim *, —2- - lim fcp —^ = Cm(Ê), « > 0, 
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a v e n d o ind ica to con m(t) la q u a n t i t à di ma te r i a che si t ras forma, 
p e r u n i t à d i a r e a n o r m a l e a lFas se x e pe r u n i t à di tempo, sul 
f ronte di s epa raz ione t r a le due fasi ed a l F i s t a n t e t considera to . 
A q u a n t o mi r i s u l t a ne l l a (13)a e ne l la (13)^ si sogliono t r a scu ra r e 
i t e r m i n i di spos t amen to 

dT* dT& 

dovu t i a i le va r i az ion i di vo lume in segui to al la d ipendenza dél ia 
d e n s i t à da l l a t e m p e r a t u r a , sost i tuendo ad esse délie equazioni del 
t ipo (2) p iù sempl ic i . A n c h e qui , r ag ionando corne ne l n° 23 mostre-
r e m o che ta ie appross imaz ione non è necessar ia potendosi o t tenere 
a n c o r a la fo rma sempl ice senza dover r i n u n c i a r e a cons idera re i 
t e r m i n i di spos tamen to . 

I n d i c h i a m o in fa t t i con e(t) la q u a n t i t à di ma te r i a con tenu ta 
n e i c i l i nd ro di base u n i t a r i a sul piano x = 0, a gene ra t r i c i para l 
lè le alF asse x, che si sè t ras formata da l la pa r t e dél ia fase a al 
t e m p o t. I n q u e s t a posizione, usando ancora dél ia coordina ta JJL 
de f in i t a ne l n° 2, r ag ionando corne nel n° 2 e success ivamente 
corne ne l l a p r i m a pa r t e di questo pa ragra fo , dal le (13) o t teniamo : 

M-> feoePgfl'flJM) 3ik(rS t) n ^ , n ^ ^ „ . (15)* "c7 ^ = —H ' ° < ^ <>< «*<«(<), 

/ i w fcePP ^ 3 ^ , *) dRpiy.* t) . s ,^ 

m e n t r e , r i c o r d a n d o la p r i m a délie (8) e la p r i m a dél ie (12), osser-

v a n d o che è Cm(t) = Ce(t) i n forza dél ie definizioni^ di m(t) e 

d i e(t), da l l a (14) o t t e n i a m o : 

(16) Ihn ^ - i,m * l L c i ( M « . 

I u f i n e poichè da l l a (11) è possibile d e t e r m i n a r e Z7, noto R, s a rà 
poss ib i le , pe r q u a n t o già detto al n° 2, r i sa l i re a l la dé te rmina-
z ione di T(x. t). 
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Terminando notiamo che è possibile determiuare l o s p e s s o r e 
s{t) del muro M con semplici quadrature una volta noti e[t), 
fîx(a, t) per 0<t, 0 < y . <e(t) e J2p(ut, t\ per 0 < i, e(£)< u < u.0. 
Basta per questo ragionare corne per stabilire la (10) e otter-
remo cos\ : 

(17) 8[t) = j 

fit) 1½ 
du. t du 

+ pa(«*(!*, t)) ^ J pp(Hp(a. ()) ' 
o c(t) 

Mediante la (15(a, la (15)g e la (16) un problema unidimen-
sionale del tipo di STEFAN in un sistema materiale solido, nel 
quale avvengono anche variazioni di volume, viene ricondotto ad 
un problema del tipo ordinario in cui tali variazioni di vo lume 
non si considerano rivalutando cosi gli studi analitici fatti in 
quest' ultima posizione, in quanto, salvo un diverso Bignificato 
per i simboli, si prestano a descrivere anche il problema com-
pleto. Inoltre mediante la (17) viene dato il modo di valutare 
corne si dilata, o si contrae, uno strato materiale piano indefinito 
nel quale avviene un cambiamento di stato, una volta risolto il 
problema di STEFAN del tipo ordinario. 

BIBLIOGKAFIA 

[1] H. S. CARSLAW and J. C. JABGER: Conduction of heat in solids, 
II 0 Ed. Oxford University Press 1959. 

[2] G. SESTINI, Problemi di diffusione lineari e non lineari analoghi a 
quello di Stefan, «Conf. del Sem. di Mat. dell* Univ. di Bari», 
55-56. Bologna 1960. 

[3] D. QUILGHINI: Una analisi fisico-matematica del processo del cam
biamento di fase, «Annali di Mat. Pura Appl. • , IV. LVII, (1965), 
pp. 33-74. 

Pervenuta alla Segreteria dell' U.M.I. 
il 1 dicembrp. 1964 


