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Sui sistemi di assiomi « minimal] » per una data teoria 

Nota di ROBERTO MAGARI (Firenze) (*) (**) 

Snuto. - Si tntroduce una relazione di preordine fra i sistemi di assiomi 
per una data teoria T, in modo da dare un1interpretasione rigorosa 
délia locusione : « il sistema S è più debole del sistema S' » e si deter-
minano poit con metodi algebrici, i sistemi di assiomi « minimali » per T. 
In termtni algebrici : si studia una relazione di preordine définit a fra 
i sistemt di generatori d% un dato filtro in un'algebra di Boole. 

1. - PREMESSA. 

l u matematica si présenta spesso la nécessita di dare un 
sistema di assiomi per una data teoria non contraddittoria T, vale 
a dire un insieme di proposizioni di T da cui siano deducibili 
tutte e sole le proposizioni di T. 

Oltre al classico requisito di indipendeuza (*), si cerca di solito 
di soddisfare, nella scelta degli assiomi, ad altri requisiti non 
sempre facili da esplicitare. 

Fra i criteri di scelta più interessanti è quello che porta a 
scegliere fra due sistemi di assiomi S e S ' per una data teoria T 
il più « debole ». Non si deve oTviamente intendere la locuzione 
« S è più debole di S' » nel senso che S permetta di dedurre 
meno di S\ dato che, per ipotesi, ambedue permettono di dedurre 
tutte e sole le proposizioni di T. 

A prima vista si sarebbe tentati di asserire che se S ed S ' sono 
ambedue sistemi di assiomi indipendenti per T allora ne /S è, in 
senso stretto, più debole (nel senso consueto di questa locuzione) 
di S' ne viceversa, il che ricondurrebbe il problema di determi-
11 are, per una data teoria, un sistema di assiomi che non possa 
ulteriormente essere « indebolito » al problema classico, già ricor-
dato, délia ricerca di sistemi di assiomi indipendenti. È facile 
perô convincersi che questo punto di vista non tien conto com-

(*) Lavoro eseguito nelT ambito dell'attività dei gruppi di ricerca mate-
matici del C. M". R., per l'anno 1964-1965. 

(**) Pervenuta alla Segreteria dell'U.M.I. il 15 ottobre 1964. 
(1) Non parlo del requisito di non contradditlorietà visto che, per 

ipotesi, T è non contraddittoria. 
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pletamente dell 'uso comune del concetto e che questo ha implica-
zioni più sottili. 

Per il lustrare la questione sarà opportuno partire da un esempio. 

È noto che nel calcolo dei predicati del primo ordine con 
identità (?) si puô costruire la teoria del primo ordine (3) dei piani 
grafici mediante le seguenti assunzioni (assiomi délia teoria) : (4) 

/S, : Quali che siano x, y, se Px e Py e x 4= y allora esiste uno 
e un sol r taie che Lr e Ixr e Iyr. 

S.2: Quali che siano r, s, se Lr e Ls e r=\=s allora esiste uno 
e un sol x taie che Px e Ixr e Ixs. 

S = {S à , S, | risulta un sistema di assiomi indipendenti per la 
teoria. 

D'altra parte è noto che costituisce un sistema di assiomi 
indipendenti per la teoria anche il sistema S' = | S , , S ' , | dove S't 

è Tespressione : 

S't: Quali che siano r e s, se Lr e Ls e r=%=s allora esiste 
almeno un x taie che Px e Ixr e Ixs. 

Il fatto che St implichi S't (più precisamente che «/S8 — S\» 
sia una tesi del calcolo) ma non viceversa (5) ci portera ora a dire 
che S' è più debole di S (ma non viceversa) nonostante che si 
tratti di due sistemi di assiomi indipendenti per la stessa teoria. 

P i ù in générale, sia S un sistema di assiomi per una teoria T 
costituito da certe proposizioni p1 ,pi9 ... ,pn e Sf sia un altro 
sistema di assiomi per T costituito dalle pt, p%,... , p „ _ , , pn /\ q, 
essendo q una proposizione di T distinta dalle p, ; puô accadere 
che ambedue i sistemi soddisfino al requisito di indipendenza, 

(2) Per tutti i riferiraenti alla logica ved. E. CASART [1]. 
(3j Cfr. HENKIN [5J. 

f4) « I» indica un predicato binario, «P», «L» predicati unari. Si 
interpreti intuiti va mente Px corne « x è un punto », Lr corne « r è una 
retta», Ixr corne « x è incidente a r ». Per chiarezza queste espressioni 
vengono presentate in forma non simbolica, anche se aderente alla forma 
simbolica. Il discorso si riferisce tuttavia a certe p-spressioni formali. 

(5) Ovviamente sia « S% - * S ;
2 » che « S'z — S2 » sono invece tesi délia 

teoria. Per la comprensione deirargomento questa distinzione deve essere 
tenuta ben présente. È necessario anche distinguere fra il sistema di 
assiomi |p , q | e il sistema \p /\q\. («A » indica qui e nel seguito la 
congiunzione logica). 
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tuttavia il senso comune matematico sarà portato a classificare S 
corne « più debole » di S' (e, in générale, non viceversa). 

Si puô concludere, mi pare, che il concetto di «più debole» 
non è banalraente riconducibile a concetti noti dell'assiomatica. 
È opportuna quindi una ricerca di carattere metamatematico che 
dovrà concludersi con la proposta di un preoiso criterio in base 
al quale decidere se un dato sistema di assiomi S è o no più 
debole di un altro. Presumibilmente la precisazione di questo 
carattere dovrà permettere di introdurre un ordine fra i possibili 
sistemi di assiomi per una data teoria. 

In questa ricerca affronto precisamente i seguenti due problemi : 

1° - Formulazione metamatematica di una relazione «più de
bole , che risulti il più possibile aderente alla nozione ordinariamente 
usata (ma non rigorosamente definita) dai matematici nelVassioma-
tizzazione délie teorie. 

2° - Studio délie conseguenze délia formulazione proposta e in par-
ticolare ricerca degli eventuali elementi minimaliper la relazione «più 
debole » (che risulterà, sotto certe condizioni, di ordine parziale). 

L'intéresse di quest*ultimo problema sta nel fatto che gli 
eventuali elementi minimali di cui sopra costituiranno altrettanti 
sistemi di assiomi ottimali per quanto riguarda il requisito che 
ho cercato di indicare (requisito che, corne si vedrà, implica in 
particolare quello di indipendenza). Risulterà che, se T ammette 
una assiomatizzazione finita, allora esistono sistemi finiti di assiomi 
per T tali che ogni sistema di assiomi che sia più debole di uno 
di essi è costituito da un maggior numéro di assiomi (quindi 
ottimali se non si vogliono ottenere indebolimenti a spese di un 
aumento illimitato del numéro di assiomi) Inoltre, dato un sistema 
finito di assiomi per T che non sia del tipo indicato, esiste un suo 
indebolimento S' del tipo indicato. 

I l n. 2 è dedicato al problema 1° e i nu, 3 e 4 al problema 2° 
che viene ricondotto a un problema puramente algebrico. Infine 
il n. 5 viene dedicato ad alcune osservazioni complementari. 

2. - Per affrontare il problema 1° mi riferisco al seguente 
schéma : 

sia L un calcolo logico introdotto al solito modo, ossia mediante 
V elencazione dei suoi segni primitivi (in particolare dei connettivi 
logico-proposiziouali « », « V ». « /\ ». « * », « <—>, da inter-
pretare intuitivamente corne «non» , <o», « e » , «implica», 
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« équivale »), le regole di formazione dei suoi « segni » e délie 
sue « espressioni », i suoi assiomi e schemi di assiomi e le sue 
regole di deduzione. Sia poi T una teoria formulata in L médian te 
opportune assunzioni (cioè mediante un sistema di assiomi per T 
nel senso fin qui usato). 

I n générale le assunzioni conterranno certe variabili libère 
(corrispondenti a quelli che si chiamano ordinariamente « concetti 
primitivi») e queste non potranno essere sostituite nel corso di 
una dimostrazione di una tesi di T. Se L ' è l'insieme délie 
espressioni di L che non contengono altre variabili libère oltre, 
eventualmente, quelle di una certa classe di variabili che si con-
viene di non poter sostituire nel corso di una dimostrazione, è 
facile vedere che non costituisce una limitazione per il nostro 
problema la considerazione délie sole espressioni di L'. 

Per semplificare l'esposizione è opportuno premettere la 
seguente : 

def. 1 - Bue insiemi di espressioni S} S' di L' (in particolare due 
sistemi di assiomi per T) saranno detti congruenti (S = S') se e 
solo se esiste una zioneapplica biunivoca X di S su S' taie che} per 
ogni p€S sia |—p <—> \p (si legga : p <—> Ip è una tesi di L). 

Propongo ora di condizionare la scelta délia definizione di 
« più debole » mediante le seguenti proprietà, che mi sembrano 
inferibili dall' uso comune délia locuzione : 

(°) Se Sl, St, S\, S'2 sono sistemi di assiomi per T e si ha : 

Si =s S\, 

/S8 = S'SJ 

/S, più debole di Sit 

allora è: S\ più debole di S'2. 

(00) « più debole » è una relazione di preordine parziale (ossia 
riflessiva e transitiva) sulVinsieme dei sistemi di assiomi per T. 

Sia ora Bx la relazione fra sistemi di assiomi per T definita da: 

def. 2 - SR1S
/ se e solo se esiste una applicazione biunivoca (p 

di S in S' taie che per ogni p£ S si àbbia: 

\—op — p . 

Dagli esempi dati e da altri simili non difficili a costruire mi 
sembra chiaro che se S Ri S' (S, S' sistemi di assiomi per T) 
allora S deve essere considerato « più debole » di S ' (strettamente 
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o no). Non è per6 ch ia ro se la Rl debba cons iderars i u n a defini-
zione adegua ta di « p i ù debole » o se 1*uso comune po r t i a consi-
de ra re in cer t i casi un sis tema S p iù debole di u n s i s tema S' senza 
che sia SRiS'. I l seguente esempio mi sembra ind ica re come p i ù 
accettabile la seconda possibi l i tà , 

Sia S = i p , g l , S'=\p\ q'\ e sia |— p'-+p, \—p' — q* N o n 
sarà in généra le S i ^ S ' , m e n t r e mi sembra p laus ib i le a s s u m e r e S 
più debole di S' (si not i ohe in questo caso S' non è u n s i s t ema 
di assiomi ind ipendent i ) . D ' a l t r a pa r t e ne lFesempio ora ci tato è 
SRiS' dove Rz è def in i ta da : 

def. 8 - SRiS' se e solo se esiste una applicazione cp di S in S' taie 
che per ogni p€ S si abbia : 

| (Dp —* p. 

L a Rt por ta tu t t av ia , se accet ta ta come definizione a d e g u a t a 
di « più debole » a u n appa ren t e paradosso. Cercherô di sp iegar lo 
con u n nuovo esempio. 

Sia S = | p j , p 2 , . . . , pH\ (n > 1) un s is tema di ass iomi ind ipen 
dent i pe r T, supposta f in i tamente assiomatizzabile , e s ia S'=\pl/\ 
A Pt A — A P»J- Q u a l u n q u e sia la definizione che vog l iamo d a r e 
di «più debole» p u r c h è soddisfi al la (°°) si a v r à pe r ques t i d u e 
sis temi di assiomi u n a délie seguent i poss ibi l i tà : (6) 

(a) SRS' (ma n o n SfRS), 

(S) S équ iva len te ad- S' nel senso che SRS' e S'RS, 

(y) SfRS (ma n o n SRS') 

(¾) S e S' sono inconfrontabi l i 

(R = « p iù debole »). 
Ora è chiaro che si dovrà cercare di def in i re la R in modo da 

evi tare le possibi l i tà (|5) e (y). Se infatt i si ver if icasse l a (p) t u t t i 
i s istemi finiti di assiomi pe r T r i su l te rebbero equ iva l en t i (nel senso 
indicato) e se si ver if icasse la (y) il s is tema costi tuito da u n solo 
assioma, faciluiente ot tenibi le da un q u a l u n q u e s i s tema f ini to da to 
congiungendone gli assiomi, r i su l t e rebbe o t t imale p e r il r equ i s i t o 
in esame. 

P u ô appa r i r e paradossa le anche u n a definizione che po r t i 
alla (a) (ed è il caso dél ia R%) perché secondo u n a s imi le def in iz ione 

(6) Mi sembra che si debba assumere che la relazione « più debole » sia 
taie che si verifichi sempre la stessa fra le possibilità elencate, qualunque 
sia la coppia S} S' del tipo indicato. 
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un dato sistema di assiomi puô essere indebolito considerando ad 
esempio un suo assioma come congiunzione di più espressioni ed 
assumendo queste espressioni, insieme agli altri assiomi del sistema 
dato, come assiomi distinti per un nuovo sistema. (Questa possibi
lità ha dei limiti che saranno preoisati in seguito). In vista di 
questa circostanza mi pare opportuna la considerazione di una 
terza relazione cosï definita: 

def. 4 - SR3S' se e solo se SR^S' e inoltre il numéro degli assiomi 
di S non super a il numéro degli assiomi di S'. 

Mentre le considerazioni svolte (e altre che non è il caso di 
elencare) rendono a mio parère plausibile che una adeguata defi
nizione di « più debole » si ottenga identificaudola cou la Rt o 
con la Ri mi sembra che il concetto sia abbastanza vago da ren-
dere difficile o addirittura insensata una scelta fra queste due 
possibilità. Nel seguito studierô quindi ambedue le relazioni. 

Tuttavia per comodità parlando di « più debole », « indeboli-
mento » etc., mi riferirô alla Rt. È facile vedere che sia la R% 

che la R3 soddisfano aile condizioni (°) e (°°|. 
Pr ima di procedere a uno studio del problema 2° è opportuno 

applicare un noto procedimento, dovuto a LINDENBAUM e a TARSKI 

(ved. ad esempio [3]) che permette di trasformarlo in un problema 
algebrico. 

Sia p la relazione di equivalenza su L' per cui : 

p o q se e solo se | — p <—> q (p, q€ L'). 

La p risulta sostitutiva rispetto ai connettivi « —j », « V » » 
« l\ », cosicchè si possono definire in L ' / p délie operazioni ponendo: 

[P] + M = [P V q) 
[p] ' [Q] " [P A #] <[P]» M e t c - indicano le classi di equiva

lenza contenenti p, q etc.) 

-ip] = [-p]-

Posto ancora : 

0 = [ - p ] 

l = [p] 

dove p indica ora una qualunque tesi di L\ è facile vedere che: 

A = (L'/pî + , •,,—, 0, 1) è un 'algebra di BOOLE 
[ p ] < [ ç ] se e solo se |—p -* q. (dove « < » è la relazione defi

nita in A da : p < q se e solo se p • q = p) 
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l ' immagine deirinsieme délie tesi di T nell'applicazione cano-
nica ff di L' su L'/p è un filtro F di A, 

i sistemi di assiomi per T hanno per ira m agi ne in a i sistemi 
di generatori di F (7) e viceversa e in particolare i sistemi di 
assiomi indipendenti hanno per immagine sistemi di generatori 
indipendenti. 

o 

Dato che R% e Rè soddisfano la (°) il problema 2° risulta corn-
pletamente traducibile in un problema algebrico relativo ad A. 
Per chiarezza il problema sarà riformulato in termini algebrici 
(la Rt e la R3 si traducono nelle relazioni di cui nelle deff. 6 e 7) 
e gli eventuali riferimenti aile considerazioni metamatematiche 
fin qui svolte risulteranno inessenziali per la deduzione dei risul-
tati. Tralascerô anzi di interpretare in termini metamatematici 
alcuni risultati algebrici sufficientemente trasparenti. 

3. - Sia A = (<9L, + , * , — , 0,1) (8) un'algebra di BOOLE e F un 
suo filtro che supporrô, salvo diversa iudicazione, proprio e di-
stinto da | 1 | . Indicherô con g Yinsieme dei sistemi di generatori 
di F, con g l'insieme dei sistemi di generatori iudipendenti, 
con §a (essendo a un numéro cardinale} l'insieme degli elementi 
di g aventi cardinalità a (o, come dirô, di ordine a) e infine 
con § a l 'insieme g f | g a . 

Sia ora ^ la relazione binaria definita in g dalle : 

def. 5 - Se H, 2£ € g e © è un7 applicazione di H in K, la cp si dira 
implicativa se e solo se : 

(1) yp-^p, per ogni p £ H. (9). 

def. 6 - H =< K se e solo se esiste una applicazione implicativa 
di H in K {H, K € g). 

(1) Un sottoinsierae H di F sarà detto un sistema di generatori di F se 
l'intersezione dei filtri di A contenenti H coïncide con F] sarà detto poi 
un sistema di generatori indipendenti, se nessun suo sottoinsieme proprio è 
un sistema di generatori. È facile vedere che se H è un sistema di gène-

« 
ratori di F allora ogni elemento di F è délia forma \i\pi~hq con p%-S H, 

i 
qGA\ in altri termini gli elementi di F sono tutti e soli quelli che risul-
tano maggiori o uguali di almeno una intersezione finita di elementi di H. 

(8f In questa scrittura 61 rappresenta un insieme, 0,1 elementi di 61;-h» •, 
operazioni binarie su £1, — un' operazione unaria su fît. Per le proprietà 
che caratterizzano le algèbre di BOOLE ved. ad esempio SIKOESKI [4]. 
"Nel seguito userô il simbolo A anche per indicare l'insieme £1. 

(9) Si ricordi la connessione fra « < » e «—*-». 
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Si ha subito : 

LEMMA 1 - La =<[ è una relazione di preordine parziale (ossia 
rifiessica e transitiva) in g. 

dim. ovvia 

TEOR. 1 - La restrizione délia9 =< a § è una relazione di ordine 
parziale. 

dim. Tenuto présente il lemma 1 basterà dimostrare che : 

(2) se H < K e J ? < H allora H= K. (quali che siano H, if 6 g). 

Siano dunque H, K Ç g con H^K e K*^H e siano: 

ep una applicazione implicativa di H in JT, 

^ una applicazione implicativa di K in H. 

La <j = t]/'x» risuita essere una applicazione implicativa di H 
in se. Se la <r non fosse identica,se cioè esistesse almeno un p € H 
per cui epz^zp, per un tal p si avrebbe addirittura ap < p , onde 
H— \p\ sarebbe ancora un sistema di generatori di F, contro 
Tipotesi che H sia un sistema di generatori indipendenti di F. 
La ¢7 è dunque identica, ma allora, qualunque sia p 6 H, si ha : 

P = °P = +M> <<PP<Z>, da cui ^ == <pp e quindi HçzK. Analo-
gamente si trova Kç:He quindi H = K. 

LEMMA 2 - Se H £ §, K £ § allora ogni (eventuale) applicazione 
implicativa di R in K è suriettiva. 

dim. Sia per assurdo cp una applicazione implicativa di H in K 
non suriettiva. o[H)CZ.K risulterebbe allora un sistema di gene
ratori di F, contro Tipotesi che sia K Ç §. 

4. - Le considerazioni svolte nella premessa e nel n. 2 porte-
rebbero ora alla ricerca di eventuali elementi minimali di (§, ^¢). 
È perô facile vedere che : 

TEOR. 2 - Se H è un elemento minimale di (C=<) allora ogni 
p € H è il complementare di un atomo di A. In particolare se A è 
priva di atomi, (g, = î è privo di elementi minimali. 

dim. Sia H minimale in {§, ^ ) , p g H e, per assurdo, —p non 
sia un atomo. 
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Esiste allora almeno un gÉ A, g =f= 0 e g < — p e, posto 
r = (—p) • (— q) si ha : 

(3) q + r = — p, ossia : 

(4) (— q) • (— r) — p e inoltre : 

(5) p < — q, p < — r . 

Sia ora if' l 'insieme che ha per elementi gli elementi di H 
diversi da p e inoltre gli elementi — q e —r e sia o V applica
zione di H' in H che è identica sugli elementi di H' 0 H e porta 
— q e — r in p . Dalla (4) segue che -H' € g (si puô supporre anzi, 
salvo a considerare in luogo di H' un suo opportuno sottoinsieme, 
che sia H' £ g) e dalle (5) segue che la <p è implicativa onde, tenuto 
conto del teor. 1, H' <H e jffnon è minimale, contro l'ipotesi. 

D'altra parte quando A è un'algebra di BOOLE ottenuta a par-
tire da un calcolo logico come nella premessa essa è in générale 
libéra infinita e (quindi) priva di atomi cosicchè proprio nel caso 
che ci intéressa (g , ^ l è privo di elementi minimali. I l risultato 
appare tuttavia meno sconcertante se si osserva che dalla dimostra
zione del teorema 2 risulta che H' ha, quando H è finito, un nu
méro di elementi in générale maggiore. Ora è chiaro che hanno 
in générale scarso interesse gli indebolimenti di un sistema di 
assiomi ottenuti aumentando il numéro degli assiomi. Più che gli 
elementi miuimali di (g, =̂ !) interessano quindi gli elementi mini
mali di (g, R) dove R è la relazione definita in g da : 

def. 7 - HRK se e solo se H^K e V ordine di H non supera 
V ordine di K. 

Ovviamente la restrizione délia R a g è ancora una relazione 
di ordine parziale. 

Sia ora S l'insieme dei filtri massimali di A, (insieme « duale » 
di A) X Tisomorfismo (di STONE) di A nell' algebra di BOOLE cB(/S) 
di tutti i sottoinsiemi di S (« algebra di BOOLE » rispetto aile ope-
razioni insiemistiche) che ad ognipÇ A associa l'insieme lp dei filtri 
massimali a cui p appartiene, e infine si ponga Â = ^(A), F = *(F). 

Sia ancora X (ovviamente non vuoto) l'intersezione di tutti gli 
elementi di F. È facile vedere che F è costituito precisamente da 
tutti e soli gli elementi di Â che contengono X. Non sempre 
accade che sia X 6 A ; precisamente, supposto che A ed F siano 
ricavati come nella premessa, si ha : 

LEMMA 3 - Le seguenti condizioni sono equivalenti : 

(a) F ammette un sistema finito di generatori. 
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(a') T è finitamente assiomatizzàbile. 

(b) F ammette un sistema di generatori di ordine 1. 

(V) T ammette un sistema di assiomi avente un solo elemento. 

(c) X € l . 

dim. ovvia. 

Pacilmente si prova che : 

LEMMA 4 - Condizione necessaria e sufficiente affinche un insieme 
H finito di elementi di A sia un sistema di generatori di F è che 
rintersezione degli elementi di A(£T) sia X 

La rappresentazione di A ora considerata e in particolare l'in-
troduzione di X danno utili suggerimeuti per la ricerca degli 
elementi minimali di (g, R). 

Se si considerano, in luogo degli elementi di A i loro comple-
mentari le considerazioni precedenti suggeriscono che i convple-
mentari degli elementi di un X(H) con H minimale in (g, R) formino 
una ripartizione di — X In altri termini, se per «antiripartizione» 
di un insieme N rispetto a un suo soprainsieme M intendiamo un 
insieme £ di sottoinsiemi di M taie che : 

(6) se Y € £ allora Y=t=:M, 

(7) se Y, Z 6 £, allora Y U Z = M, 

(8) H Y=N, 
Ye£ 

la rappresentazione fatta ci porta a considerare quegli elementi H 
di g tali che A(2Î) sia una antiripartizione di X rispetto a S; si 
considerino allora gli elementi «semiminimali» secondo la seguente: 

def. 8 - Un H € g si dira semiminimale se e solo se 1 £ H e per 
ogni coppia di elementi distinti p,qdiH si ha : 

(9)p + q=l. 

Ovviamente condizione necessaria e sufficiente perché un H € g 
sia semiminimale è che ^(H) sia una antiripartizione ai X rispetto 
ad S. 
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Si ha subito : 

LEMMA 5 - Se H è semiminimale allora H 6 g. 

dim. Sia H semiminimale e sia per assurdo p un elemento 
di H taie che H— \p\ 6 g; p è un elemento di F e essendo per 
ipotesi H — \p \ 6 g si potranno trovare certi elementi px, jp2 î . . . , pv 

n 

(n finito) di H— \p\ per cui si abbia p>\i\p{. 
i 

D'altra parte, essendo H semiminimale, p + p{ = 1 (i = 1, 2,.. . , n), 
n 

quindi Pi>— p e si trova allora p>\i\px >—p ossia p = \ 
i 

contro l'ipotesi che H sia semiminimale. La contraddizione dimo-
stra il lemma. 

Si ha ora : 

TEOR. 3 - Se i£€ g ha ordine a non superiore al numerabile allora 
esiste un elemento semiminimale H di ordine non superiore a K 
e taie che H=4K-

(cioè un elemento semiminimale H con HRK). 

dim. Si ordiniuo gli elementi di K in una successione \p{\ 0 < * < a 
_ i l _ 

e per ogni « < a sia pt=p{+ 2& (—ph), (p0 =£><>)• Sia if l ' insieme 
o 

di quelli fra i pt che sono diversi da 1, si ha : 
n n 

\i\Pi = 1*1 Pi (n < a ) j P e r c u i il t'iltro generato da K (ossia F) coin-
0 0 

cide con quello generato dal sistema dei p, e quindi con quello gene
rato da JH, onde H ë g. 

Sia i=t=ft, (i, k < a) (e suppongo anzi i < k), si h a : 

*—i fc—i 

Pi+Pk=Pi+ 2ft(~ **)+** + Sr(-A-)=P* + (-P*)+- = 1 O I l d e ' 
0 0 

tenuto conto che è 1 $ H, H risulta semiminimale. 
Infine pt ;>p{ onde H=^.K. Che poi l'ordine di H non superi 

l 'ordine di if è ovvio. 

TEOR. 4 - Se He g è un elemento semiminimale di ordine finito a 
non esiste alcun K^H, Keê di ordine t i < a p e r cui K^H. In altri 
termini gli elementi semiminimali di ordine finito sono minimali 
in (g, R). (Tenuto conto del teor. 3 si ha anche che essi sono i soli 
elementi minimali di ordine finito). 



4 3 4 ROBERTO MAGARI 

dim. Sia H un e lemento semimin ima le di o rd ine finito a e 
sia K=^H con p < a , (essendo |3 l ' o r d i n e di K). Dimos t re rô che K 
coincide con H. Es i s te , in ques te ipotesi . u n a applicazione impli
ca t iva <p d i K in H ed essendo, per il l emma 5, H Ç g, la ep è 
s u r i e t t i v a ( l emma 2). Po i chè oc e p sono finiti e | 3 < a la © r i su l t a 
a n z i b iun ivoca e p = a. 

Pos to ora H = ^(H), K = l(K) sia p u n e lemento q u a l u n q u e 
di K, Y = X p , Y=Xcpp, Y ' = n Z, Y ' = ç\ Z. 

Si h a : 

ZeK ZeH 
Z^-Y Zi-Y 

x= n z= n_z, 
ze K zeH 

ossia : 

(io) (z=) 7 n r = ï n r . 

Essendo la © impl i ca t iva si h a anche : 

(11) Y ^ Y, Y'^_Y'. 

I n f i n e , t enu to conto del fatto che H è s e m i m i n i m a l e : 

(12) Y\JY'=Y[)(\Z = ç\JY\)Z) = S} 

zeH zeH 
Z^Y Z4=Y 

Dal le (10), (11) e (12) segue Y = Y (e Y' = Y') onde p = <pp. 
L a tp è d u n q u e iden t i ca e H = K. I l teorema è cosï d imost ra to . 

5. - N e l caso d i u n a teor ia T f in i tamente ass iomatizzabi le 
(e in p a r t e n e l caso di u n a teor ia assiomatizzabi le con u n ' i n f i n i t à 
n u n i e r a b i l e di assiomi), i l p rob lema 2° r iceve, mi pare , u n a r isposta 
soddisfacente dai t eoremi 3 e 4. 

N e l caso di u n a teor ia che non ammet t a u n a assiomatizzazione 
f in i t a (o anche p e r u n a teor ia che la ammet ta , quando si vogl iano 
cons ide ra re s i s temi di inf in i t i assiomi) si r i p r e sen ta invece in 
g é n é r a l e anche per (g, R) u n a s i tuaz ione analoga a que l l a da ta 
da l t e o r e m a 2 p e r (g, =<[). 
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Si deve tener ben présente che i teoremi 3 e 4 non rendono 
privo di interesse il lavoro del matematico che volesse costruire 
un sistema minimale di assiomi per una data teoria finitamente 
assiomatizzabile, e questo nonostante che il procedimento dato 
nella dimostrazione del teorema 3 sia effettivo. La riduzione del 
problema posto nella premessa al semplice problema algebrico 
considerato nei paragrafi 2 e 3 è infatti stata possibile prescin-
dendo dalle particolari formulazioni di un dato assioma. 

Sia ad esempio T la teoria del primo ordine dei piani grafici 
considerata nella premessa. Il sistema di assiomi ( S n S2 V ~ ' Si) 
(ossia (Slt S, — S2)) a cui si arriva a partire da (Si, S2) col pro
cedimento indicato nel teorema 3 è minimale (per la R) e più 
debole del sistema dato, ma la sua costruzione ha poco interesse 
se non si riesce a formulare il secondo assioma in modo diverso, 
in modo cioè che non tradisca, per cosï dire, la sua costruzione. 
Tuttavia le condizioni date per i sistemi semiminimali (la «p ~\-q = 1 » 
diventa, nella interpretazione logica, |—p \J q) permettono, in ogni 
caso, di controllare se un dato sistema fiuito di assiomi sia mini
male. Per esempio il sistema (S,, S/) pur essendo più debole di 
(S, , S2) (e, per cosï dire, più intéressante di {Si, Sx — S2)) non è 
minimale (è infatti facile trovare dei controesempi alla Sj V ^2' 
onde è falso che sia |— S, V S*) e puô essere quindi ulteriormente 
indebolito. In effetti (Sx, Sx —* S2) ne rappresenta appunto un 
indebolimento ma, come ho già osservato, un indebolimento « non 
intéressante ». Tuttavia, ove si trovi un indebolimento « intéressante» 
di (S,, S8'), minimale, del tipo (Sl} S2"), S2" risulterà una diversa 
formulazione di Sx —* S8 . 
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