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Sui problemi ai limiti per le equazioni paraboliche 
del tipo del calore. 

Nota di CLAUDIO EAIOCCHI (a Pavia) (*) (**) 

Sniito. - In questa nota vengono studiati i due problemi ai limiti (del tipo 
di Dirichlet e del tipo di Neumann) per le equazioni lineari para
boliche del tipo del calore in classi hilbertiane molto gênerait sia 
per i dati che per la soluzione, riprendendo e ulteriormente svilup-
pando un précédente lavoro di J. L. Lions ed E. Magenes [7] sullo 
stesso argomento. 

N. 1. - Posizione del problema e notazioiii impiegate. 

Sia O un aperto limitato dello spazio euclideo a n dimensioni, 
Rn, il cui punto generico sarà indicato cou x ^ (x ls xtJ ..., xn). 
Supporrô (cfr. le osservazioni finali per possibili generalizzazioni) 
H di classe Gœ nel senso che Cl è di classe Ck per ogni intero 
positivo k (per la definizione di aperto di classe Ck cfr. ad es. 
MIRANDA, [9]). 

Indico con r la frontiera di Q: r sarà una varietà ad n—1 
dimensioni indefinitamente differenziabile; supporrô la normale 
a r orientata verso 1? interne di Q, 

Indico con 1= \ te R1 ; 0 < t < T\ Tintervallo aperto (0, T) 
délia retta euclidea R1. 

Indicando con E la chiusura di un sottoinsieme E di uno spa
zio euclideo, chiamo Q il cilindro aperto O x J; 2 = T x J il suo 
« mantello » ; § = Q x J sarà il corrispondente cilindro chiuso 
e ï = r x î il «mantello» di Q. 

Sia A ~ A(x, t) un operatore in x differenziale lineare del 
secondo ordine, dipendente da \x9 t\ e Q: 

n $?% n fin» 

(1.1) Au= 2 a,ij(x3 t) + 2 bAx, t)— +c(x. t)-ù. 
i, j=\ dXtdXj i = i dXi 

(*) Lavoro eseguito neîl'ambito dell'attivitâ svolta nel gruppo W° 12 
del Consiglio Nazionale délie Bicerche. 

(**) Peivonuta alla Segretoria dell'U.M.l. il 14 ottobre 1964. 
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4 0 8 CLAUDIO BAIOCCHI 

Sull'operatore A farô le seguenti ipotesi: 

(1.2) Le funzioni ati(x, t), b((x, t), c(x, t) sono in ®(Q) (1) (cfr. le 
osservazioni finali per possibili generalizzazioni). 

(1.3) Bsiste un numéro |3 > 0 indipendente da | x, t | e Q taie 
che, per ogni 

n n 
£ = (e,, £2, ..., &n)eRn si ha: Be 2 ai3{x, £)£,£)>?( 2 e* ) 

(1.4) I l coefficiente c(x, t) ha parte reale negativa ed in modulo 
«suff ic ientemente grande». 

Il motivo délie (1.3). (1.4) è il seguente: voglio che esista un 

numéro a > 0, indipendente da | x, t \ € Q, taie che per ogni 

tt(ac)e®(n) si abbia: Be a[u, u) > a || u || HI(Û) (?) dove a(u, v) è la 

forma sesquil ineare associata ad A(x, t) ed è definita da: 

(1.5) a(u,v)= î /^^(^, t).v)\ 

Ji^*-£H + 2 M » , *) .—, <o\ + 
t = i \ ox{ /i,3(Q) 

+ (c(x, t) - u, V)LHQ) . 

Corne è noto la disuguaglianza voluta è automaticamente ve-
rificata, se va le la (1.3) e se c(x, t) è del tipo d(x, t) — X con X 
costante positiva sufficientemente grande dipendente da fi e dai 
coefficient! a1j9 bt, d. 

(1) Con notazioni abituali se E è un sottoinsieme aperto di uno spazio 
euclideo con %>{E)) (risp. ®(/S)) indico lo spazio délie funzioni definite 
in E (risp. in E), a supporto compatto contenuto in E (risp. in E) ed 
indefinitamente differenziabili. 

(2) Lo spazio Hl(Q) sarà definito nel prossirao IN". 2; con L2{E) ov-
vero H*(E) (E sottoinsieme misuiabile di uno spazio euclideo) indico lo 

spazio délie (classidi) funzioni f{y) definite in fîtali che/ | f(y) \%dy < -h oo 

È 

con prodotto scalai-e [f, g)zJ2(E) = ï f(y)g{y)dy. 

E 

Spesso quando ciô non possa dar lnogo ad equivoci, [f9 g)i?{E) sarà 
indicato semplicemente (/", g). 
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Indico con A* V operatore aggiunto formale di A, cioè : 

A*V=Ji s?^5»+i i(M+-• 

Chiamo A Y operatore A — - ; A* sarà T aggiunto formale di A, 

cioè A* = A* + - j , . 
Cfr 

Sia /"(a;, i)e®(Q). Pongo £ / = -^: dove con taie notazione 

. , . 1 M 3w 
mdico - • 2 o y cos (¾ , v) — ; v è la normale a r ed 

w i, 7=1 005,-

a = ( 2 | 2 oy cos (xn v) |* u 

(nel caso di coefficient! reali con au = aJ{ si ha che ~~ rappre-

senta effettivamente una derivata, la derivata «conormale» di f). 

Pongo ancora Stf=fiz (3); Cof=f(x,0); CTf=f(x9 T); 

Txf=a*t\%\ Ttf= a ^~~bf dove 6 = 2 *,(&,(*, * ) - J d-^>\; 

nel seguito supporrô per comodità a — i ; ciô non è restrittivo 
dovendo essere, per la (1.3), a > 0. 

Con tali notazioni, se f(x9 t) e g(x9 è) sono due elementi di 
®(Q), vale la formula di G-REEN (cfr. MIRANDA [9]); 

(1.6) (/; \*g)&{Q) - (A/ . g)LHQ) = f C0f - C0^da; -jcTf-CTgdx + 
Q Q 

+ fstf.T9jja*-fsif- T.gdc 

dove d<7 indica Pelemento di superficie su 2 e dx = dxx* dx... dxn. 

Indico con DA lo spazio délie funzioni u(x, t) e L2(Q) tali 

(3) Qui e dovnnque nel seguito se f è una funzione definita in E ed 
Ei e un sottoinsieme di E, con f\ st indico la restrizione di /"ad E{. 
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che AueL*{Q) (4). D A è uno spazio di H I L B E R T r i spe t to al pro-
dotto scalare: (u9 V)D% = (u, V)LHQ)+ (AW, &V)LHQ). 

Ricordo che (cfr. H O K M A N D E R , [3]) le (1.2), (1.3), (1.4) im-
p l i cano : 

(1.7) ®(Q) è denso in DA-

S tud ie ro ne i pross imi n u m e r i i p rob lemi (del tipo di D I R I C H L E T 
e di N E U M A N N r i spe t t i vamen te ) : 

I 
Au = f 

[ c0« = 

dove il dato f è asségna to in L*{Q) e la soluzione u è cercata 
in D A . L e condiz ioni ai l imi t i JS1Î* = 'X; Stu = cp ; CQu = b sono 
da i n t e n d e r s i i n u n senso che v e r r a specificato più a v a n t i ; stu-
d ierô gli spazi i n cui v a n n o pres i i dat i cp, X9 ty p e r o t tenere 
t eo remi d i es is tenza , un ic i t à e d ipendenza con t inua da i dat i , ed 
a d d i r i t t u r a di isomorfismo algebrico e topologico, ne l lo spazio 
D A pe r le soluzioni . 

N . 2. - R ieh iami su a lcuni spazi funz ional i . 

E i c h i a m o b r e v e m e n t e u n a dél ie possibil i définizioni equ iva len t i 
deg l i spazi Hh(£ï); pe r u n a dimost raz ione dél ie p rop r i e t à ci tate 
r e l a t ive a ta l i spazi si confronti ad esempio L I O N s-M A G È N E s [5] . 

Sia h i n t e ro > 0. Si ind ica con Hk(Q) lo spazio dél ie w e L ^ O ) 
ta l i che DlueL*(Çl) p e r | l | < / c (5); mun i to del prodot to scalare 
(u, v)Hk(û)= 2 (Dlu, Dlv)mQ)Hk(fl) risulta uno spazio di 

IM<fc 
H I L B E R T . 

(4) Le derivate che compaiono nell'espressione Aw£D2(Ç) sono (corne 
in générale tutte le derivate che compaiono in seguito) da intendersi nel 
senso délie distribuzioni su Q (cioè in ®'(6)î cfr. SCHWARTZ, [11]). 

(5) Con notazioni abituali se l = (lit l2l ..., ln) è una n-upla di nuraeri 
d\l\u 

interi =>0 | l | indica L -+- h •+• »• -H Z«ï D% indica —5—; r ï 

D(o, 0, ..., 0) u = u. 
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Det ta poi Ho(Q) 1'ade.renza di ®(fi) i n Hh(Q) si def in isce 
F-A(O) = (D0

fe(n))' («). 
P e r k in te ro re la t ivo e S rea le compreso t r a 0 e 1 si pone i n f i n e 

Hk+* ( Q ) = [H*(Cl)7 Hk+1(Q)]^ (6 ÔIS) 

dove [A, B]& i nd i che rà d 'o ra i n u a n z i lo spazio in te rpola to t r a A 
e B col metodo «complesso» di in te rpolaz ione di L I O N S [14] e 
C A L D E R O N [15] (corne è noto, cfr. ad es, M A G E N E S [8], si po t r ebbe ro 
adopera re anche a l t r i metodi di in terpolaz ione) . 

Ana logamen te si definiscono gli spazi Hk(r); d a p p r i m a pe r k 
in t e ro posit ivo si pone 

Hk(T) = \ueL*(V); DlueL(V) per \ l \ < k \ (7) 

con prodotto sca lare (u, v)Hk(T) — 2 (Dlu, B1V)LHD • Si h a che 
\l\<k 

©(H è. denso in 17* (r) per ogni i n t e ro posit ivo A; e si pone 

In f ine per Sr r ea l e compreso t r a 0 ed 1 e k i n t e ro r e l a t ivo si pone 

h^HV) = [H*(n H^(V)\Q. 

Se X è uno spazio di H I L B E R T si ind ica con Z/(0, T ; K)lo spa
zio délie (classi di) funzioni t—+u(t) def ini te in (0, T), a v a l o r i 
in K, misurabi l i ta l i che 

T 

/ 
u[t)\\l

Kdt < + oo; 

0 

r i spe t to al prodot to scalare 
T 

{U, «)L*(0, T; K)= J (u(t), v(t))Kdt 

0 

D*(0, T ; K) è uno spazio di H I L B E R T . 

(6) Con H' indico lo spazio duale forte deîlo spazio di HILBERT H. 

(6 bis) p e r fc + $4= — - , _ - _ - . . ; i n t a l caso si pone 

H—+1-(2) = [ H , — r(Q)r (it = l, 2, . . . ) . 
f7) Qui le derivate vaano intese localraente (nell'intorno di ogni punto 

di T) rispetto a parametri locaîi. Si verifica che la definizione ha senso 
(cioè le derivate dipendono dalla funzione e da T ma non dalla rappre-
sentazione pararaetrica di P) e con una partizione dell'unità si puô pas-
sare ad una definizione globale. 
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Ancora per k intero positivo si pone 

H*(0, T; K) = \ueL*(0, T; K); B'ueL*(0, T; JT) ; | Z | < f c | (») 

con prodotto scalare 

r 

(*, ^)iJA(o, r,; K)= I 2 (D«M, Blv)Kdt. 
J |I|<=* 
o 

Infine se ï è compreso tra 0 ed 1 e A: è intero positivo, e si pone 

ir*+*(0, T; JK) = [Jr*(0, T; JT); ff*+1(0, T; IT)]*. 

Grli spazi che utilizzerô nel seguito sono : 

H*,*(Q) = L*(0, T; H2(Q))nif'(0, T; D?(Q)) (9) 

JT*. P(2) = j&'tO, T ; J5T*(2)) n tf3(0, T; £5(r)) " j 

H** 0(2) = a d e r e n z a in H"«. P(2) di S (2 ) > «J P > 0 

ff-*,-P= [Hf'P(2)]' ) 

N. 3. - Teoremi di tracce. 

Hicordo il seguente teorema di tracce (cfr. ad es. G-RISVARD 
[2], PAGNI [10], SLOBODESKI [13]): 

TEOR. 3.1- - U application e u— \ C0u, CTU, TXU, T%U\ definita 

in ®(Q) si prolunga per continnità in una applicazione Uneare 

continua suriettiva di B2*1 (Q), su 

\Hl{n)XBl(n)xBsi23*!*{Z); CQ , C r i X H^> i/4(2) 

dove con 

iJr(n)x^n)xJ*3'2'3/*(S), c0, Cri 

(8) Qui le derivazioni sono nel senso délie distvibuzioni a valori 
nello spazio K\ cfr. SCHWARTZ [12]. 

(9) Se Hi, H2 sono spazi di HILBERT Hi(\H%=\h\ heB{< hBBz\ 
è uno spazio di H I L B E R T rispetto al prodotto scalare: [u, V)HX(\H^^ 
= (w, V)HX-{-{U9 v)H2. 
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indico il sottospazio di 

B\Q) x B1^) X Bal*, s/4(Vj 

formato dalle terne ) cp, X, | j tali che 

cpir = |(0); X,r = + m r ) . 

Viceversa esiste un «rilevamento» di taie application e (nel senso 
che composto con questa dà Videntità) lineare continuo di 

IJîHnXx^injx»/*-8 '*^); c0> Cri XIP '*- 1 /*^) *n ffa.i(Q}-

Sia ora ueS>(Q). P e r il t eo rema 3.1 e per la dens i tà di 2>(Q) 
i n B^1(Q) la (1.6) si p ro lunga in 

(3.1) (u9 A*v) — (AM, v)= I C0uC0vdx — I CT** C3 V dx + 

û Q 

+ J S&Tjvda— lSiuTivdai 

1 Z 

per ogni u a p p a r t e n e n t e a ®(Q) e ogni v a p p a r t e n e n t e a H*,i(Qy 

Si osservi ora che, fissata ue%)(Q), a l v a r i a r e di v in i?2,i(Q) 

(e qu ind i pe r il t eorema 3.1 di C^v in -H 1 ^)) / C0w*C0ïda: definisce 

u 
u n a forma l inea re con t inua su -HJ(0); ana logamen te gli a l t r i 
addend i del secondo memhro dél ia (3.1) definiscono forme l i n e a r i 
cont inue r i s p e t t i v a m e n t e su Hl(Q)9 B1/2, i/*(2), Jï8/8|SM(2); q u i n d i , 
p e r il t eorema 3.1 a l v a r i a r e di v in H2> 1(Q) il secondo m e m b r o 
dél ia (3.1) definisce, per ogni u f issata in ©(Q), u n a forma l i n e a r e 
cont inua , che ind icherô iu9 sullo spazio )12^0) x i2 3(0)xl^ s ' 2 ' 8 / 4(2) ; 
C O C T I X H 1 ' 2 ' ^ ( 2 ) (spazio dél ie t racce di S^HQ)); qu ind i la (3.1) 
si puô sc r ive re : 

(3.2) («, A*v) — (At*, 0) = < TU, i C0tï, — C2 v, T,?;, — 2 > | > 

(l0) Tali relazioni (che esprimono eondizioni di raccordo délie tracce 
sul mantello e sulle basi) hanno senso in quanto, per un noto teorema 
di tracce (cfr. ad es. MAGENES [8] per le indicazioni bibliograficbe), se 
cp, Xeiî i (Û) e se 4; e JÏ3/2,8/4(2), cp | r , X | r , ^(0), ct*(!T) hanno senso ed 
appartengono tutti ad J2Va(r). 
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valida per ue$)(Q) e veB^^(Q) dove il crochet indica la dua-
lità tra 

[|ff1(0)xiZ :(n)xiï3/2,3/4(2 ) ; c0, C r i x HiiMHi2)]' 

ed 

\Hl(Çl)XBl(fyXH*l2>3l*yZ); C0, Cri X tf1/2-*/*(2). 

L'applicazione u-+\C0u, Cru, Stu, Sku\ definita in ®(Q) si 
pu6 dunque pensare corne una applicazione u—+zu di ®(Q) in 

[\Blin)XBl{tyXB3l*>si*(ï); C0, CT\ X B I / M U ( 2 ) ] '; 

taie applicazione è ovviamente lineare e, per la (3.2), ed il teore
ma 3.1, è continua quando si iuduca su ®(Q) la nornia di D\ ; 
per la (1.6) taie applicazione puô proîungarsi a DA e si ha cosi: 

TEOR. 3.2. - L'applicazione ^e— | C0w, Crw, £8«, Sttt\ definita 
in ®(Q) sa prolunga per continuité in una applicazione lineare 
continua U-+TU di D\ in 

[IB^xB^xB*!*'*!^); C0, Crix!?1 '2 '1 '4^)]'; 

per UGDA e veB^^(Q) si ha: 

(3.3) (u, A*v) - (Au, v) = < TU, i C0v, — CTV, T%V, — Tlv\>. 

Si pone ora il problema di «spezzare» le varie componenti di 
•zu. Uno dei modi di procedere è quello seguito da L I O N S -

MAGBNES [7] e consiste nel far variare v, anzichè in tutto 
IT2»1^), in degli opportuni sottospazi di Bz> *(Q) in modo di pro-
lungare, separatamente o in coppia, alcune délie applicazioni 
u—-C0u9 U-^SLU, u—*SiU. 

Più precisamente si fissi nella (3.1) veH2*l(Q) con CTV = 0; 
r,-u = 0. Si avrà allora GQveBl

Q(CÏ) e T2ve Jï'/2, 1/4(2) e la (3.1) 
diventa: 

(3.4) (M, A*v) - (Au, v) = C0uCQvdx+ f StuTj da 
Q Q 

valida per ue<2)(Q) e ve H^i(Q) con GTV = 0; 2 > = 0 . 



SUI PR0BLEMI AI LIMITI PER LE EQUAZIONI PARABOLICHE, ECC. 4 1 5 

I l secondo membro dél ia (3.4) definisce, al v a r i a r e di v in 
B*>i(Q) con CTv=09 2 > = 0, u n a forma l inea re su Bi(ty XH1^1^) 

(spazio i m m a g i n e median te C0 e Tt dello spazio i n cui v a r i a v) 

cioè un e lemento di I f - ^ Q ) x H—1/2»—1/* (2) ( l l) ; s i puô conc lude re . 
ana logamente a quan to fatto p e r il t eorema 3.2, c h e : 

Vapplicazione M — | C 0 « , T2u\ definita in ®(Q) si prolunga in una 

applicazione lineare continua di D A in J Î - ' O x A " - 1 / 2 ' " 1 ' 4 ^ ) . 

Si fissi poi veB2>HQ) con CTv = 0; T2v = 0, L a (3.1) d i v e n t a 

(3.5) (u, \*v) - (Au, v) = jCQuC0vdx — fS^T^dx 

Q 2 

e il secondo membro , pe r ogni fissata ue$)(Q), puô cons ide ra r s i 
una forma l i nea re con t inua su j f l " 1 (Q)x^ î 3 / 2 ' 3 / 4 (2 ) ; C01 (spazio 
délie tracce dél ie veBz'x{Q) con CTV ~ 0, T%v = 0) dove con 
| J î 1 ( n ) x i î 3 / 2 ' 3 / 4 ( 2 ) ; C0 | indico il sottospazio di B\VL) X fl"3/2> 3 /4(2) 
formato dalle coppie i <p, *X 1 tal i che '/(0) = cp | r ; X(T) = 0. Si pu6 
concludere che : 

Vapplicazione u—»\CQu, Sku\ definita in S ( Q ) s* prolunga in 
una applicazione lineare continua di DÂ *n [ j iT 1 (0 )x i ï 3 / 2 ' 3 / 4 (2 ) ; C0j]'. 

Si o t tengono cosï i r i su l ta t i (3) e (4) di L I O N S - M A G E N E S [7]. 

O S S E R V A Z I O N E . - Si osservi che, m e n t r e ne l l ' app l icaz ione che 
pro lunga la (3.4) h a senso considerare due componen t i i n H—1 (Cl) 
e in H—1!^~ 1/4(2) che p ro lungano r i s p e t t i v a m e n t e u—+C0u e 
M —S s t t , n e i r a p p l i c a z i o n e che p ro luuga la (3.5) n o n si possono 
considerare s e p a r a t a m e n t e i p r o l u n g a m e n t i di C0 e d i Sr 

Uno studio p i ù completo di TU che consider i t u t t e le sue com
ponent i con temporaneamen te si pub o t tenere s tud iando lo spazi o 

[ i f f ^ X i T t Q J X i ï 3 ' 2 ' 3 ^ ) ; C0, C r l X i ï 1 ' * ' 1 / * ^ ) ] ' ^ 

^[\H*{Çl)><Hl{n)><H*l*>*i*P); C0, C r i ] ' X Jff-i/«,-i/«(2). 

Bssendo | Bl(ty X Bl(tyX i23/2> 3/4(2); C0, C r i u n sottospazio di 

(11) Si dimostra infatti con ragionaraenti di tipo usuale (cfr. per ragio-

namenti aaaloghi LIONS-MAGENES [6]) che per P < Ô è Ba>$(2) — 

= i?î 'P(2). 
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H*(fl)xB](Çl)xBai2>al*(£) il suo duale sarà uno spazio quoziente 
del duale di B\Ct) x B1 (Q) x5"3 / 2 '3 '4(2). 

Poichè si ha -HMn)^lfJ(n)©fli /a(r) (») si ha ^intanto che 
I Z ^ X l f M ^ J x H » / 2 - » / * ^ ) è isomorfo allô spazio 

Bi(Cl) X H*t*(T) X Bi(Q) X ff1'2(F) x ^ 0
3 / 2 ' 3M{2) x ifi/»(r) X ffi/a(r) 

(indicando con ( a , ! , ^ 7 gli elementi di quest'ultimo l'isomorfi-
smo % è dato da: <£(a,®a2, a 3 ©a 4 , o B e a e e a 7 ) = ( a n ag, ..., a7)). 

Allora lo spazio duale di Ei(0.)xBi(Q)xBsl2^^(r) è isomorfo 
allô spazio B~l(Cl) x B-u*(r)xB~l(Q) x H—il*{r) x B-W>— 3/4(2) x 
X H-i/2(r)x H - J/2(F) (indicando con bt gli elementi di questo 
ultimo, Tisomorfismo, che è il trasporto del précédente, è dato 
da ^ ( 6 , 0 6 2 , 63©o4 , 65©66©67) = (6W 62, ..., 67)) e la dualità tra 
a = («i © a t , a ,©a 4 , a5 © a6© a7)eIP(n) X J ï 1^) x Jï»/».«/«(2) e 
&=(&!©&,, &8®&4, 65©66©67)e[iîHa)xiî1(n)xiî3/2

)
3/4(2)] / si scri-

7 
verà < a , 6 > = 2 < a i } 6; > dove i crochets indicano le ovvie 
dualità. 

Lo spazio \Bx(Q.)xB\ÇL)xB*lz,sl±yZ)] C0CT\ è isomorfo allô 
spazio quoziente dello spazio 

B j (Q) x i*i/2(rj x Bi(Q) x Hi/2(r) x i?0
3/2) 3/4 (2) x ip/2(r» x B^ (r) 

modulo la relazione di equivalenza: a= (a19 a8, ..., a7) = 0 se 
ax = az = a5=a2 — o6 = a4 — a7 = 0 e quindi lo spazio duale di 
\B>(n)xBi(n)xBai2t3i*(v). Co9 C T | è isomorf0 a l l 0 s p a z i 0 

B~l(ct) x ir-i/a(D x if-1(n)xif-1/2(r)xiï-3/2'-3/4(2)xi^-1/2(r)x-H'-l/2(r) 

modulo la relazione di equivalenza b = (6M 6,, ..., 67) = 0 se 

^12) Per il teorema di decomposizione degli spazi di HILBERT si ha che 
è : j a 4 ( Q ) ^ i î J ( û ) © i î con B da determinare. Per un noto teorema di 
minimo sulle funzioni armonkhe si ha che la soluzione UQ del problema: 

au u = 0 1 ^ o v e ^ ^ T operatore di LAPLACE, yu è la traccia di M 

Y% = cp ' 1 su T e cp è assegnata in J2i/2(T)) 

descrive, al variare di cp, lo spazio B. Poichè c'è isomorfismo tra cp ed u 
(cfr. ad es. LIONS-MAGENES [5]) si ha la relazione voluta identificando 
9 ad tt. Si hanno inoltre le relazioni (BL(Q)yQà (JZ"J{!2))'© (Hi/2(rj)'ço 
^ j a r - ^ û i œ . i r - i / a j r j ; #3/2, 8 '4(2)SH8/i ,»/4(2)©Bri '2( i )© JH'i /2( ï ) . (Cf^ 
anche nota (10)). 
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< a , & > = 0 p e r ogni a = (a}, a2i, a3 , a4> ab9 a% a4), (cioè 6 = 0 
se <a^bx> + <at, bt+b6> + <aB, 6 3 > + < « 4 . b4 + 67 > + 
+ < a 5 , o5 > = 0 va le a d i re se bx = o 2 + 66 = 63 = 64 + 67 = 65 = 0). 

I n defini t iva, ind icando con T = j T{l\i lt 2 „.>6 i l gener ico ele-
mento di 

H~l(Cl) x l ï - i /2( r ) x fl-'(Q) X ff-i/«—»/«(2) x ^ H - 1 / 2 ' " 1 ' 4 ! 2 ) 

e con a = | a 1 © a 2 , a 3 © a 4 , a. © a 2 © a 4 , a | il gener ico e lemento di 

\Hl(Q)xW(Q)-<H*lz>si*(ï); C09 C r i X H1 /2 'L '4 (2)> 

si h a che tal i spazi sono uno il dua le de l l ' a l t ro , e la dua l i t à è 
espressa da 

(3.6) < T , a> = 2 < T,., a t > + < T 6 , a > 
* = i 

dove i crochets ind icano le ovvie dua l i t à e le componen t i Tj, T2 . . . T 5 

di T cor r i spondono r i spe t t i vameu te ai le componen t i b19bz + be9 

63, o4 + &7, 65 de l l ' e l emen to o dello spazio quoziente p récéden te -
men te in t rodot to . 

I n d i c a u d o con pw e ycp le proiezioni r i s p e t t i v a m e n t e SUJ^Q^Q) e 
su H 1 / 2 ^ ) di un gener ico e lemento oeB1^}) e con pty la proiezio-
ne su H0

3}2> 8/4(2) di un gener ico e lemento | e #8/2> 3/4(2) il teore
ma 3.2 si puô a l lora e n u n c i a r e : 

T E O R E M A 3.3. - L'applicazione u—> \CQu, Cru, S2U, SXU \ defi
nita in ®(Q) si prolunga in una applicazione lineare continua 
U~~*TU = \TXU, Ttu, . . . . T6U\ di DA in 

B-^Q) X B- i/2 (F) x B-i(Q) X H-i/2 (F) X #-• '*--»/«(2) X H - ^ - i / < ( 2 ) ; 

per ueD\ e veïL2>1(Q) si ha: 

(3.7) (u, A*v) — (Au, v) = <TÏU9 pCQv> + <r%u9 vC0t>> + 

+ < V » ~pCTv > + < T4U, —îCrv > + 

<T5U, —pTxv > + <Teu, Tsv>. 
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OSSERVAZIONE. - I l teorema 3.3 è, almeno sotto certi aspetti, 
più générale dei risultati (3), (4) di LIONS-MAGENES [7] perché 
permette di scrivere una formula di Green, la (3.7), valida per 
generiche W G D A e «eH2»1(Q); ed i risultati (3), (4) di L I O N S -

MAGENES [7] danno un'interpretazione solo per alcuni compo
nenti di TU. Ad es. V applicazione U-+TXU è il prolungamento 
dell'applicazione u—~C0u definita in ®(Q) dalla (3.4) (cfr. l'osser-
vazione di pag. 9); U-*T^U è il prolungamento delTapplicazione 
u—+S2u definita in 3)(Q) dalla (3.4); w —*(TIWI T%U, T5U\ è il pro
lungamento delFapplicazione te — | CQu, Sxu\ definita in £)(Q) dal
la (3.5). 

N. 4. - Teoremi di isomorfismo. 

Si dimostra (cfr. GAGLIARDO [1], LIONS [4], SLOBODETSKY [13]) 
il teorema : 

TEOR. 4.1. - Sia X = \veH^1(Q); CTv = 0, 2 > = 0 | . Per ogni 
feLi'(Q) esiste} unica e dipendente con continuité da f, veX taie 
che A*v = f. 

Per trasposizione si ha allora: 

Sia v—»L(v) una forma lineare continua su X Bsiste, unica 
e dipendente con continuità da L, ueL2(Q) {=[L'2(Q)]') taie che: 

(4 1) (u9 A*v) = L(v) per ogni ve X. 

Particolarizzo ora la forma L. Poichè per v e X è C0v e Hî (Û), 
T ^ e H 1 ' 8 » ^ ) , presi ad arbitrio 

feL*(Q), BeK-l(Q), S 6 ï ï - ^ - ^ ( S ) 

ha senso prendere L[v) = (f, v) + < T, CQv > + < S, T2v > dove 
i crochets indicano le ovvie dualità. La (4.1) diventa: 

(4.2) (u, A*v) = (f, v)+<B, CQv> + < S, T%v > 
per ogni ve X. 

In particolare, prendendo nella (4.2) ve^>(Q) si h a : 

< AU, 0>2)'(Q), $(Q) = < U, A*V >$'(Q), ©(Q) = 

+ («, A*^) = {f, «) = < /i *>> ©'(Q), ® (Q) 
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cioè Au = feL'(Q\ quindi eue DA- Allora la^3.7), tenuto conto che 
veX si ha pCQv = CQv9 ^CQv = Cjv = yCrv = pT^v = 0, diventa 
(te, A*v) = (f, v) + < TXU, C0v > + < Tete, Ttv> che, insieme alla 
(4.2), dà T1U = B;T6U = S (basta prendere veX con T%v = 0 il 
che non restringe il canipo di variabilité per CQv). Ho cosi dimo-
strato il teorema (già enunciato in LIONS-MAGENES [7], prop. (5)): 

TEOREMA 4.2. - | A, T,, T6 | è isomorfismo di DA SU 

L9(Q) X H-^Q) x H-V2, -i/4(2). 

OSSERVAZIONE. - Tenendo cento dell'osservazione al teorema 
3.3 si ha il teorema di esistenza, unicità e dipendenza continua 
dai dati del problema del tipo di DIRICHLET formulato in «forma 
debole» nel seguente modo: A te = f, T,t* = B, TQU = S dove le 
condizioni TXU = B, TQU = /S generalizzano le condizioni classiche 
di DIRICHLET nel senso del teorema di tracce del n. 3. 

Se infatti B, S ed te sono «abbastanza regolari» le condizioni 
Tj te = B9 T6tfc = /S si esprimono 

/ C0teC>dx — i SuT~%da = <B, C0v> + <S, Ttv > ; 
Q 2 

taie relezione, valendo per ogni v e X, dà CQu = R, Stu = S. 

Analogamente, partendo dal teorema (cfr. sempre [4], [13]): 

TEOR. 4.3. - Sia Y= \ve E'^{Q); CTV = T%v = 01. Fer ogni 
feL'(ty) esiste 9 unica e dipendente con continuité da f, veY taie 
che A*v = f. 

Si ottiene per trasposizione che, se v—+L(v) è una forma 
lineare continua su Y, esiste, unica e dipendente con continuità 
da L, una ueL\Q) taie che si abbia: 

(4.3) (te, A*?;) = L(v) per ogni veY. 

Per veY è \ C0v9 3 > | e (H 1 ^) X H3/2. 3/4(2); C0\ cioè si ha 
I pC^v, ? ! > | e HJ(Q) X H*/2(0) x H0

3/2- 3/4(2) ; quindi ha senso pren
dere L(v) = (f\ v) + <R, pC0v> + < S : Y C 0 V > + < T9 — pT,v > 
dove feL*(Q)9 BeTL-^Q), S e ï ï - ^ ( r ) , T e H - ^ - ^ p ) , La (4.3) 
diventa: 

(4.4) (u9 A*v) = (f,v)+<B9pC0v> + 

< S, tCQv > + < T, - p T , v > 
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che, scegliendo ve(S>(Q)9 dà 

< Au, v >£)'($,, ffi(Q) = < te , A * « > s m gjfQ, = 

= (w, A*«) = (/; v) = <f , v > s m S ( Q ) 

cioè Au = feL*{Q) e quindi teeD°v . Confrontando allora la (4.4) 
con la (3.7), tenuto conto che, per v e Y è pCrv = YCTV = Ttv = 09 

si ottiene 

< 1 2 — TXU, pC0v> + <S — Tiu, yCQv> + < T— TBU, — p î > > = 0 

ed anche qui si conclude, potendo pC.,4j, yC^, pT,v indipenden-
temente uno dall 'altro, che è TXU = B, T%U = S, T6U = T. 

Si è quindi ottenuto il teorema (che compléta e précisa la 
prop. (6) di L IONS-MAGENES [7] ) : 

TEOR. 4.4. - j A, T M T%, r51 è un isomorfismo di DA SU 

L'2(Q) x H-J(0) x H-i/2(r) x H-3/2> -s/4(2). 

OSSERVAZIONE. - Analogamente alla osservazione al teorema 
^4.2, si puô interpretare il 4.4 corne un teorema di esistenza, uni-
cita e dipendenza continua dai dati per il problema del tipo di 
KEVMA.NN formulato in «forma debole» nel seguente modo: 
Au — f9 TXU = B, T2U — S9 T5U=T generalizzano le condizioni 
classiche di NEUMANN nel senso del teorema di tracce del N. 4 ; 
se infatti B9 S, T ed u souo «sufficientemente regolari » le 
condizioni TXU = R; T2U = S; T5te = T si esprimono: 

j C0uCQvdx + J SluTïvd<i= j (B®S)Cùvdy + f(S © T) T.vda 
û 2 û 'z 

che. valendo per ogni veY, dà 

C0u = B@S; 5 ^ = 5 © ? , 

N. 5. - Osservazioni finali. 

Le ipotesi fatte su Q e su A(x9 t) nel N° 1 sono sovrabbon-
danti; in effetti tutti i ragiouamenti sono basati sostanzialmente 
sulle seguenti ipotesi : 
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Sia O un aperto di Rn ed A(x, t) un operatore differenziale 
lineare di ordine 2m (con m intero > 0 e uon necessariamente 
m = 1) tali che valgano le seguenti propriété : 

1) Indicando con A* l'«aggiunto formale» di i e con A, A* 
?) r) 

rispettivamente A — — A* + - , vale la formula di Q R E E N : 

(te, A* )̂ — (Au, v) = j CQu CQvdx - i CTuCTvdx + ^ [s^iT^dc 

per u, v «sufficientemente regolari » dove Si9 (risp. T{) sono ope-
ratori differenziali lineari di frontiera di ordine 2m—i (risp. t—1) 
( • = 1, 2, ..., 2m). 

2) Yale in H2™, MQ) = H°(0. T: H2"*(£2)) 0 H'(0, T; H°(Q)) un 
teorema di tracce del tipo: te^ |C 0 te , CTu, T,u, T%u ... Timu\ è 
continua surgettiva da H2™* *(Q) su: 

i 
vn — 'K 2 W — l 
m—i i 2 

l-Q 

T " — 1 1 2 

|H"(S)xH'"(Q)x n H"»- r '- 2m (2); C0! C r l x 

2m-i 1
 2 m - J - ' 

x.n H2"*-?--.—sr— (2) 
dove con 

i 
2 m — t 

2 

I H'»(Q) x H'»(Q) x n H 2 — j - « . - ^ — ( 2 ) ; C0I Cri 

indico il sottospazio di 
i 

H'"(Q) x H'»(Q) x n H2W - j - »• — i s ; — (S) 

formato dalle (m + 2)-uple j<p, 7, + , , + , , ..., +,„_,) tali che: 

? i r = *.(0); x , r = +0(r»; ^ = + , ( 0 ) ; ^ = + . ( T ) . 

3) L'insieme délie funzioni «sufficientemente regolari* per le 
quali posso scrivere la formula di G-REEN è denso in D A . 

4) Se Sf è un insieme di m indici distinti in (1, 2 ... 2m) e se 
X= |veH2m,i(Q) c o n CTv = 0; T(<u = 0 * e SF | vale il teorema 
A*:Z—*Ir(Q) è un isomorfismo surgettivo. 
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T u t t i i t eoremi e n u n c i a t i possono genera l izzars i e con t inuano 
a v a l e r e con d imos t raz ion i a n a l o g h e ; lo spazio délie funzioni 
i n d e f i n i t a m e n t e di f fereuziabi l i in Q v e r r a sosti tuito dal lo spazio 
dé l ie funzioni «suff ic ientemente regolar i» pe r cui è va l ida la 
fo rmula di G R E E N e p e r concludere dal la (4.2) (o da l la ((4.4)) che 
Au = f si p renderà , v9 invece che in S>(6), nel lo spazio dél ie fun
zioni «suf f ic ien temente regolar i» a supporto compatto in Q. 

E d è noto (cfr. ad es. i lavor i ci tat i di G A G D Ï A R D O [1], L I O N S 
|4] e S L O B O D E T S K I [13]) che si conoscono délie condizioni suffi-
c ien t i a b b a s t a n z a g e n e r a l i su Q e su A che ass icurano la val id i tà 
dél ie 1); 2), 3), 4). 
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