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Salle deformazioni inflnitesime délie superficie 

Wota di FROIM MARC US (a Jasi, Roraania) (*) 

Sunto* - Si dimostra che una deformasione infinitesima di una superfi
cie S taie che le diresioni degli spostamenti dei suoi punit formino 
una congruensa coniuyata alla superficie, pûà avvenire soltanto se 
la S è un piano. 

fi bea noto il seguente risultato [1]. 
Una deformazione infinitesima di una superficie S taie che 

gli spostamenti dei punti avvengano normalmente alla superficie,. 
pub avvenire soltanto se la 8 è un piano. 

Scopo di questa nota è di m os tr are che questo risultato non 
è che un caso particolare dei seguente 

TEOREMA - Una deformazione infinitesima di una superficie S 
taie che le diresioni degli spostamenti dei suoi punti formino una 
congruensa coniugata alla superficie, pub avvenire soltanto se la S 
è un piano. 

Infatti sia (x') una deformata infinitesima di una superficie 
(x) che supponiamo riferita aile sue asintotiche reali [U. v) ed (x) 
una superficie che si corresponde con la (x) per ortogoualita, 
d'elementi. AUora [1] 

x' = x + &x + (2), 

U» { y' = y + sy + (% 

z* = z + ez + (2). 

c essendo una costante infinitesima le cui potenze superiori alla 
prima si trascurano, e (2) funzioni di u, v, e, di secondo ordine 
in e. 

(*) Pervenuta alla Segreteria delP U. M. I. il ,5 maggio 1964. 
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Se <p è la Verschiebungs-Funktion di. Weingarten, allora per 
ogni soluzione di 

a*<p a log p a? i g log p a? _ 0 

dudv ^7 ' dv .du~^~ 2 du dv ' 

si ha [1] 

w aw Pl au f a w r d« V̂ dv^rdu,r 

D' 
dove p = :, D', e, f, g, essendo rispettivamente i coef • 

V'eg —/8 

ficienti délia terza e seconda forma fondamentale délia superficie (x). 
Per trovare la condizione affinchè la congruenza xx' deter* 

minata dalle direzioni degli spostamenti dei punti délia superfi
cie (x) nella sua deformazione infinitesima sia «oniugata alla su
perficie [x), porremo 

x = Axu + Bxv + X, 

(3) { y = Ayu + Byv + Y, 

ï = AzH +Bzv + Z, 

dove X, Y, Z sono i coseni délia normale délia superficie {x) ed 
A9 B, funzioni di u, v, da determinare. Dalla (3), tenendo conto 
di (2) risulta 

9<?U = BD'; P ? . = -AD' 

\ 1 1 / 112) FD' FD' 
Au + A] 1 \ + B) t [+Ba_r>= -WEG=T>; 

M , , ^ 2 1 , 1 2 2 ) GD' GD' . 
(4) l A« + A\ i \ + B\ i \~ EG-F* = -WÏÏG-=T>> 

D J * 1 1 ! D ) 1 2 1 ED' FD' 
Bu + A) a l + Bj 2 | - ^ F~* = MEG-Fi; 

__ . ( 1 2 ( l2 2 J JFD' FD' 
Bv + A} 2 | + flj 2 }+^^7^=^^(2-J?1 8 ' 
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dove E, F, G, sono i coefficient! délia prima forma fondamentale 

délia (a?) e j , { i simboli di CHRISTOFFEL di seconda specie ri-

spetto a questa forma. 
Ponendo d(<x.x + ex) = (a + di)x + (b + d<*)x si ha 

(5) 

a = 0 ; b = p<j(©„ du — <p„ dv), 

FD' GD' \ 
du(l — pa,<p EG_Fs — A^^u)+dv(A<! #9,— pg»y EG._F*J= °> 

dv(l + p<r,<p EG_Fi +-Bp?i?.)+*«(*,Pt EG_Ft — B°*W») = ° 

con <JM 

a 
i 

La congruenza xx' è coniugata alla superficie se 

FD' 
(6) 2P m _ F-s + A9»u + Bwv = 0 , 

che tenendo conto di (4j) di venta 

(7) FD' = 0 . 

Se D' = 0, la superficie (x) è un piano e pertanto il teorema 
è dimostrato. 

Supponiamo allora F = 0. Perciô la superficie (x) è minima, 
— e noi sceglieremo i parametri u, v in modo che 

(8) ds* = ^(dw2 + cfc>*), 

con (A soluzione di 

(9) (log <*)„„ + (log jxU + |t» = 0 . 
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Ponendo y. = eb avremo 

+« + +» + es| = 0, 

E= G = e-*t>; e = g = e^; F = f=0, 

(10) | .1 i l 12 2/ i l 2/ 

l i l " — r i l — i » i — *-5 

IVMVHÏ!--* 
Dalle condizioni di CODAZZI risulterà D = costante, e senza 

diminuire la generalita la si puô prendere uguale ad 1, cosicchè 
dalle (4) risulterà 

(H) 
AU = A^H + B^V; Av = A*v - Bi/U + e** - <f ,, ( AU = A^,^ 

[ Bu = - Ai Abv + B\u + e* + i ; Bv = 4*„ + B|„ . 

Da Auv = Auu e Buv = Bcu , teneudo conto dalle (11), si ha 

(12) <p„ = Be** ; *,. = — Ae^. 

Dunque 

(13) A)u + £+„ = 0 . 

Pertanto 

(14) Au = J3„ = 0 ; Av + Bu = 2e* . 

Conseguentemente 

A = V'(v) ; B = U'(u) , 

+ = +f«) 

e di (14,) avremo 

(16) V" + U" T" = 2e*+ . 

(15) con Ç = U — V , 
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Operando su questa una volta con — e sul risultato con 
ou i 

a . . ,. . d 
L — 

dv 
si trova 

(17) 8 f • + f = 0 . 

Dunque 

_ A 
(18) + = log(cS)2 , (c = cost.). 

Dalla (16) si ha 

(16') U" — 2c U = - V" - 2c F = c, (c = cost.), 

cosicchè 

(19) # = < ; , + c,eV2™ + c3e~ Va™ ; 

V = Ci* + c* cos V2cv + c* sin \2cv, 

se c = 0, c > 0 oppure inversamente se c — 0, c < 0 ; 

(19*) U =c, + cte
V2™ + c 3 e _ V%™ - \ ; 

F = c* + c* cos V 2cï; + c8* sin V ^ _ ^ 
2 

se c 4= 0, c > 0 o inrersamente se c 4= 0, c < 0. 
Ma sia nel primo che nel secondo caso si verifica che (10^ 

non puô essere soddisfatta che se U= 7 = ^ , e questo si deve 
scartare perché sarebbe allora 2£ — ff = 0. 

Dunque il caso F = 0 è da escludere. Pertanto se la congru-
enza xx' è coniugata alla superficie (x) allora D' = 0, e la supe-
ficie (x) è un piano. 

Ciô che si doveva dimostrare. 
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