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Sui circuiti nei grafi completi.

Nota di UmBERTO CoLoMBO (a Roma) (¥) (*¥)

Summary. - The number of circuils of lenght 4 is given, in a complete
antisymmetric graph, of n vertices; also the maximum number of cir-
cuits of lenght 4 is given, that a graph of the same type may contain.

Dato un grafo (') completo di » vertici, in particolare antisim-
metrico e senza cappi, si possono considerare in esso i circuiti
elementari di lunghezza | <<# e nasce il problema di determinarne
il numero.

M. G. KENDALL (?) ha dimostrato che il numero £ dei circuiti
di lunghezza tre & dato

42
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> T ﬁ n(n 1)(2"' 1) (rl) ’
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i

dove 7; & il numero di archi che escono dall’s-mo vertice. Egli
ha anche determinato il numero massimo di tali circuifi in un
grafo completo, antisimmetrico, senza cappi, di » vertici:

nt—mn . .
S ~—ar per n dispari
Max %' =

n® — 4n .
? —or per n pari.
Queste quantitd sono state ricercate da M. G. KENDALL anche

(]) Pervenuta alla Segreteria dell’ U.M.I. il 10 maggio 1963 e, con rela.
zioni modificate, il 20 febbraio 1964. )

(**) Lavoro eseguito presso 1’Istituto di Calcolo delle Probabilita
dell’ Universita degli Studi di Roma, con 1'appoggio del NATO Research
Grants Programme.

(!) Per le definizioni sui grafi ved. C. BerGg, Théorie des Graphes et
ses Applications, Dunod, Parigi, 1958 o la traduzione The Theory of Graphs
and its Applications, Methuen & C., Londra, 1962,

(?) ved M. G. KuNpALL, Rank Correlation Methods ,Griffin, Londra,
1948; The Advanced Theory of Statistics, vol. I, Griffin, Londra, 1952;

Further conlributions to the theory of paired comparisons, Biometrics, 11,
19565.



154 UMBERTO COLOMBO

per fini applicativi, trovando esse utile applicazione in alcuni
problemi di scelta.

Nella presente Nota si prendono in considerazione i circuiti
di lunghezza quattro in un grafo completo, antisimmetrico, senza
cappi, di % vertici. Nel n. I viene determinato il numero § dei
circuiti di lunghezza quattro, dato da:

T —
5 =

(n—3)|nn —1)—4 ‘g (r‘)*] +m,

dove m & intero, chiamato rango, il cui significato sard spiegato
nel testo. Nel n. II viene determinato il numero massimo di tali
circuiti, dato da:

— per n dispari:

Maxf = < [6(n —1)(n — 3) + (n — 5)(n* — dn + 3],

— per n# pari:

Max € = 7¢ [6(r — 2)(n — 3) + nln® — 9n + 26) — 24].

La dimostrazione del numero di circuiti & basata su quella adot-
tata da M. G. KENDALL per i circuiti di lunghezza tre. Il numero
ed i corrispondenti valori di Max £ sono anch’essi usati in alcuni
problemi di scelta, schematizzati da un grafo del tipo sopra
menzionato.

L - Numero dei circuiti di lunghezza quatto
in un grafo completo antisimmetrico senza cappi.

Sia dato un grafo (X, U) completo, antisimmetrico e senza
cappi, avente »n vertici, che indicheremo con z,, x,,.... «,. Non
essendovi cappi, non ci saranno archi (x;, )€ U(i=1, 2, ..., n).

Hssendo il grafo completo, ogni coppia «;, x; di vertici sara
collegata da almeno un arco, cioe

(x,, xj)é U=> (xj’ x:)e U (i! j=1’ 2:"': n; 1’=|:.”:
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essendo poi antisimmetrico, ogni coppia «;, x; di vertici sard col-
legata da uno ed un solo arco, cioe

(x” xj)e U=> (xj’ xl)e U (’l’) ]=1) 2’"" n; ’&:‘:j).

Il numero totale degli archi & , poich® per ogni coppia

n(n — 1)
2

di vertici esiste uno ed uno solo arco e non esistono per ipotesi
cappi.

Lo schema del grafo (considerando gli spigoli e supponendo
n=~>0) &:

*y

3 *4
Fig. 1

(n —1)

Al grafo (X, U) composto quindi da % vertici ed 'n_2___ archi

associeremo una matrice quadrata A di ordine m, il cui elemento
generico a% (4, j = 1, 2,..., n) & relativo alla i-ma riga ed alla
Jj-ma colonna. Porremo:

) 1 se (x,, x;)€U
a'y =
0 se (xl ? w]) Q U ;
in particolare a,:: =0(@¢=1,2,.., n).
La matrice 4 = (a%) & detta matrice associata al grafo ed in
base ad essa determineremo il numero dei circuiti di lunghezza
quattro presenti nel grafo (X, U); essa ha n(n—2-|-_1) elementi zero

ed ™% — b elementi unita, in tal numero essendo gli archi che

collegano gli » vertici. La somma degli elementi della 4-ma riga
della matrice 4 & quindi uguale al numero degli archi che escono
dal vertice x;(¢ = 1, 2, ..., n); tale somma & denotata con

i =a') 4+ aly + ... + at, (t=1;2,.., n).
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Indichiamo inoltre con m il numero delle matrici quadrate di
ordine due, ottenute dalla matrice 4 sopprimendo -2 righe ed
-2 colonne, che siano del tipo

i

composte ciodé da quattro elementi unitid. Tale numero verri deno-
minato rango di A (*); esso & legato al numero dei circuiti di
lunghezza quattro presenti nel grafo e di esso si dovra tenere
conto nella determinazione dei circuiti stessi.

Cid posto si ha il seguente

TrorEMA. - Dato un grafo (X, U) completo, antisimmetrico,
senza capps, di n =4 vertici, il numero £ dei circuili di lunghzza
qualtro &

(L2) =3 (") —nin— 3% () +m=

o

nssln’(n—l)—tlvr]-l-m

La dimostrazione sara fatta in due momenti successivi e segue
quella adottata da M. G. KeNDALL per la determinazione dei
circuiti di lunghezza tre. Nel seguito della dimostrazione parleremo
indifferentemente di lunghezza dei circuiti e dei cicli e dovremo
collegare (in seguito ad una particolare corrispondenza) agh spigoli
dei cicli di una data laughezza la nozione di orientamento, carat-
tere proprio dei circuiti; cid viene fatto essenzialmente per scopi
e di enumerazione.

Un circuito di lunghezza quattro che collega ad es. i vertici z,
xz,, ®,, 2, & rappresentato graficamente da

o < "‘ﬂ
¥ J\
x, > =y
Fig 2

(%) Evidentemente il nome rango non ha I’usuale significato.
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Allo stesso circuito si pud evidentemente associare un ciclo il
quale, benche prescinda dall’ orientamento del percorso sugli spigoli,
¢ da considerarsi unico; anch’esso & allora di lunghezza quattro.
Potremo cosi, dato un circuito di lunghezza quattro, associare ad
esso un ciclo di lunghezza quattro. ma non potremo, in generale,
fare viceversa. Infatti al ciclo (u,, u,, u,, #,), collegante i vertici
Liy Xy, Ty X

x - Ay,

< Kf‘

44 /u?

4 “ =z
Fig. 8

pud o meno corrispondere un circuito che collega gli stessi vertici,
poich® lorientamento sui quattro archi pud essere tale da non
determinare un circuito. Esiste allora una corrispondenza biunivoca
tra I’insieme dei circuiti ed un sottoinsieme dei cicli (*); in base
ad essa in generale potremo dire quindi che un circuito & sempre
un ciclo, mentre un ciclo non & sempre un circuito.

Evidentemente, per poter collegare ad ogni ciclo un circuito,
dovremo ricorrere alla mozione di orientamento degli spigoli del
ciclo; associeremo cio& ad ogni ciclo un circuito se e solo se
V’orientamento degli archi (corrispond-nti agli spigoli stessi) &
tale da che si pud ritornare ad un medesimo vertice da cui siamo
partiti.

Nel seguito quindi parleremo di « ciclo non circuito », intendendo
un ciclo che, considerato col particolare orientamento degli archi
collegati agli spigoli, non ha associato, nella corrispondenza sopra
definita, un circuito. Accanto alla nozione di ciclo non circuito
introdurremo percid la nozione di «ciclo circuilo» ed evidente-
mente, potendo essere un ciclo o ciclo circuito oppure ciclo non
circuito, il numero dei cicli circuiti (che a noi interessaro) potra
essere determinato conoscendo il numero dei cicli e dei cicli non
circuiti.

I.1. - Un ciclo di lunghezza quattro, composto da quattro
spigoli, unisce tra loro quattro distinti vertici «;, «;, x,, «,; poiché

() Una corrispondenza completa e binnivoca & quella stabilita tra le
quaterne di archi che collegano quattro vertici ed i cieli.
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il grafo & composto da % vertici ed & completo antisimmetrico, senza
cappi, 1 gruppi distinti di quattro vertici sono in numero pari ad

(’Z) . La scelta di una quaterna di vertici non determina perd

un solo ciclo, ma tre diversi cicli di lunghezza quattro, schema-
tizzati nei tipi a), b) e ¢):
> X » 2y oz *&
3 *j ok ~/ %y
a) ‘o) <)
Fig. 4

".J' a

Ne risulta che il numero totale dei cicli distinti di lunghezza
quattro in (X, U) &:

(1.3) 3 (Z)

essendovi tre cicli distinti per ogni quaterna distinta di vertici,

scelta tra le (Z) possibili.

1.2. - Determiniamo il numero totale dei cicli mnon circuiti di
lunghezza quattro.

Scelta una quaterna di vertici zx;, x;, x,. x,, consideriamo ()
i diversi tipi di quaterne di archi alle quali & associato un ciclo
e che non costituiscono un circuito; ai fini della trattazione con-
sideriamo i cicli del tipo a), essendo i cicli a), b), ¢) equivalenti
come struttura.

Supposto di avere scelto la quaterna di vertici x;, x;, x,, x\
e la corrispondente quaterna di spigoli u,, u,, u;, u,, al ciclo
del tipo a) che collega nell’ordine i vertici «;, #;, x,, x; non sara
associato un circuito se e solo se almeno da un vertice escono
due archi orientati verso altri due vertici della quaterna (al mas-

(°) Evidentemete, sebbene ad ogni ciclo mon sia possibile associare
sempre un circuito, & sempre possibile associare una quaterna di archi;
consideriamo cio2 la corrispondenza definita nella nota precedente.
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simo ci potranno essere due vertici da ognuno dei guali escono
due archi). Si avranno i tre tipi di cicli non circuiti:

e > *R x; > > x > *R
Y r \ y A
* " 4 * N =g = ) ¢
d ) <) £
Fig. 5

I cicli non circuiti dei tipi d) ed e) sono equivalenti, in quanto
¢’é un solo vertice avente due archi orientati verso altri due
vertici; invece i cicli del tipo f) sono particolari, essendo collegati
alla particolare struttura della matrice A e precisamente al rango
m definito all’inizio.

Infatti il grafo (X, U) contiene quaterne di archi del tipo f)
se e solo se la matrice A = (a?;) contiene matrici quadrate del tipo:

(L1) ( : t ) )

Se il grafo contiene una quaterna di archi del tipo f):

(i, )€U, (@, z)€ U,

( , x))e U, (x,, x) €U,
ovvero nella matrice 4 :
o, =a,=a=a"=1,

ciod si potrd trovare in essa una matrice quadrata di ordine due
del tipo (I.1) (nel caso particolare la matrice ottenuta considerando
gli elementi comuni alle righe ¢-ma ed h-ma ed alle colonne
j-ma ed k-ma). Inversamente se la matrice A contiene una matrice
del tipo (L.1.), allora nello schema del grafo esisteraA una quaterna
di archi del tipo f).

A seconda quindi che il rango m sia uguale a zero o maggiore
di zero, il numero dei circuiti varia; frattiamo quindi i due casi
separatamente.

11
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Supponiamo che la matrice 4 abbia rango zero, ovvero esistano
cicli non circuiti dei tipi d) ed e); consideriamo un vertice gene-
rico x; e supponiamo che da esso escano due archi, I'uno verso
il vertice x, e Y altro verso il vertice x,. Evidentemente i cicli
collegati alle quaterne di archi alle quali appartengono (x,, z,) e
(x;, ) sono cicli non circuiti, ma tali cicli (quaterne) sono -3,
in quanto, esclusi i vertici «,, x;, «;, rimangono n-3 vertici i
quali si possono collegare con i vertici x; ed x, e formare con
essi an ciclo non circuito di lunghezza quattro. Ogni coppia di
archi uscenti da un vertice generico del grafo da origine dunque
a n-3 cicli non circuiti. Essendo le coppie diverse di archi uscenti

dal vertice x; in numero di (;) (8), il numero fotale dei cicli non

circuiti di lunghezza quattro, nel grafo (X, U), & dato da:

(1.4.) (n—3) 3 (;) :

=1

Cosl procedendo, siamo sicuri di considerare tufti e solo i cicli
non circuiti presenti nel grafo (X, U), avendo supposto il grafo
completo antisimmetrico senza cappi ed avendo supposto ne = 0.
Supponiamo ora che sia m >0, ovvero ci siano cicli non cir-
cuiti dei tipi d), e) ed f) (di quest’ ultimo esattamente m). Ripren-
diamo una quaterna di archi del tipo f); enumerando i cicli non
circuifi nel vertice z,, il ciclo che collega x,, x;, z,, , non viene
considerato circuito, ma il ciclo stesso non viene considerato cir-
cuito una seconda volta, quando enumeriamo i cicli mon circuiti
nel vertice x,. Poiché perd il numero di queste quaterne & m, se
al numero dato. (I.4.) sottraiamo il numero m, otteniamo tuftti e
solo i cicli non circuiti di lunghezza quattro. Esso & dato da:

(L5) o - 3)'_';‘1 (;)_m

I13. - Determinato nel grafo (X. U) il numero totale dei cicli
e dei cicli non circuiti, il numero tbtale dei circuiti (cicli circuiti)
¢ ottenuto per differenza, dalla (I.3.) e dalla (L.5.).

(6) Evidentemente, se r, <2 si ha ("'-‘) =0.
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Si ottiene perciod:

£=3 (Z)——(n —3)5 (;‘) + m =
(L.2) =

nw —

8

3 [n'(n —1) —4_§ r:]+ m.

Poiche m >0, si ha sempre

=1

— 31 n
(1.6.) E> ”—83 (im0 —4 3 r,
i

qualunque sia la struttura della matrice 4 (7).

II. - Numero massimo dei circuiti di lunghezza quattro
in un grafo completo antisimmelrico senza cappi.

Determinato il numero £ dei circuiti di lunghezza quattro in
un grafo completo, antisimmetrico, senza cappi, di » vertici, pud
essere interessante determinare il numero massimo di tali circuiti,
per n prefissato.

Vale il seguente

TrorEMA. - Dato un grafo (X, U) completo, antisimmetrico, senza
cappi, di n =4 vertici e detto Max§ il numero massimo di circuils
di lunghezza quatiro che tale grafo pud contenere, si ha :

— per n dispari:

7 [60 —1)(n —3) + (n — B)(n* — 4n 4 8)] =

(1) Maxi=

(n+ 1)n(n— 1)(:n— 3)
48

(") 11 Prof. A. TERRACINI, in una Sua lettera genfilmente inviatami,
mi faceva notare, a nome del Revisore di una primitiva Redazione di.
questa Nota, che il numero § dei circuiti di lunghezza quattro & dato

*
da E:%, dove m* & il numero delle matrici di ordine due, di una
10 01
01)’ (1 0
della sua diagonale principale.

delle due forme ( ), contenute in 4, ma non contenenti elementi
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— per % pari:

(I1.2) Maxt = 418 [6(n — 2)(n — 8) + n(n* — 9n + 26) — 24] =
(n 4+ 2)n(n —2)(r — 3)
48

Dato un grafo (X, U), di » vertici, il nnmero dei circuiti di
lunghezza quattro che esso contiene dipende, fissato %, dalla
matrice A ad esso associata, poiche la quantita

(n—-3)§ (;‘) ed m
i=1

assumono particolari valori a seconda del particolare tipo di A.

Data una matrice 4 avente una certa struttura, relativamente
alle quantita r,, il rango m di questa matrice non & determinato
dalle r,, ma pud variare, in quanto disponendo variamente gli
elementi unitd sulle righe si possono oftenere differenti valori.
Inversamente, data una certa matrice di rango m, la strutiura di
questa matrice pud variare, nel senso che le » quantith »;, possono
assumere differenti valori.

Ne segue che il numero dei circuiti

(1.2) 5=3(2)—(”—3)‘.§1(2)+m

dipende non solo dai valori r,, ma anche dalla particolare dispo-
sizione degli elementi unith®, per cui m pud variare, a paritd

no(r
dei valori r,, 7,,.., , e quindi a parith del valore Z (2‘)
i=2
Dalla (I.2.) si deduce, fissato n =4,

(I13) Maxi—3 (1‘) — Min

(n — 3) s (1',) — max m},

= \ 2 fred

dove max m & il valore massimo che il rango m pud assumere
frel

relativamente ad una distribuzione di archi, cio® ad una n-pla

di valori », fissata.
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Per determinare il minimo della quantita (n - 3) = (2')
i=1

— max m si esprimerd dapprima il valore max m in funzione
b P el
delle m quantitdh »; e si minimizzerd poi la quantitdh (n — 3)

;; ( 'r,-) — max m, funzione delle quantity #,.
1 l r¢ l
Il massimo assoluto del rango m, nei grafi di » vertici, com-
pleti, antisimmetrici e senza cappi, & dato da

i=

(IL.4.) Maxm = (Z) st (n —i —j) :

i=1 j=1

tale massimo viene raggiunto nella matrice in cui gli elementi a¥;
soddisfano alle condizioni :

a‘.z\l se 1 ~J
710 se i=>j

ciod nella matrice M del tipo:

1 11

0 1 .11

M= 0 1
0 0

0 0

Infatti, assegnata una quaterna di vertici, ad essa corrisponde
al massimo ad una ed una sola matrice (I.1.) e le quaterne distinte

di vertici sono 4] scelti comunque quattro vertici ,, x;, x,, @\

con i <j<h<k, si ha sempre, per le posizioni fatte sugli ele-
menti di M, @', = @', = a,’ = a,/ = 1. E notevole il fatto che ogni
altra matrice di rango massimo & riconducibile alla M. con un
opportuno ordinamento dei vertici del grafo.

Siano infaftti, per ogni quaterna generica z,, x;, x, , %, @', = a*y =
=a,) =a, =1; cid significa che per un vertice x; & ai=1
(J=1,2,.., n; j==14,), per un vertice =i, & a2=1 (j=1, 2,... n;
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J&F 45 G 4), ..., per una verticex, & a,::—‘ = 1. Supponiamo
infatti che, nell’ipotesi posta, ci siano almeno due valori », ed 7,
uguali ; supponiamo che sia (x;, ;)€ U e di conseguenza per un
vertice x, sia (x;, x,)€ U ed (x,, 2,)¢ U: per tutte le quaterne di
vertici a;, x;, x,, 2, non & possibile determinare una matrice del
tipo (I.1.). Se una matrice & quindi di rango massimo, si ha r; =
=n-—1ri,=n—2..,r,_,=1, r; =0; posto allora x;, =z,
Liy =&y, ..., %, =, 8i otterrd un grafo (X', U’) al quale corri-
sponde una matrice M' = M.

La matrice M non solo determina il valore Max m, ma pud
essere considerata come una matrice generatrice delle generiche
matrici A corrispondenti ad un qualunque grafo, perch® ogni
matrice A= M si pud riportare alla matrice M (scambiando even-
tualmente i valori a'; ed a’, se a', =0, quando ¢ <j, scambiando
cio® I’ orientamento di qualche arco nello schema del grafo), ovvero
ogni matrice A==M si pud ottenere con un numero finito di
scambi tra gli elementi a’; ed a/, della matrice M stessa.

II.1. - Determiniamo ora il vincolo al quale deve soddisfare
il rango m di una qualunque matrice A associata al grafo; preci-

n
samente dimostriamo che, assegnati » valori »,, tali che X 7, =

i=1
= ”(""T_—l) y si ha:
[ X n . S
(I1.5.) max m << 3 r,) A j) *)-
maxm=2\3)=2 3
5 i=1 j=1

Supponiamo infatti che alla quaterna di vertici x,, z;,x,, =,
corrisponda una matrice (I.1.), supponiamo ad es. che da x; ed x;
escano due archi diretti verso x, ed x,. Nello schema del grafo
cid sard espresso c.s :

"Lﬁ ’X—f

2
7; —j <2 devono considerarsi nulli; ¢id sard sottinteso in seguito, quando
compaiono delle sommatorie.

8) I coefficienti binomiali ,"'- , per cui r; <3 ed Ti—J er cui
g) P i p
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e poicheé (x;, x;) € U oppure (x,, x,) € U, da uno dei due vertici =
ed z; dovranno uscire tre archi; supponiamo ad es. che escano
da ;. Da cid segue che una qualunque terna degli , archi uscenti
dal vertice x; pud dar luogo al massimo ad una matrice del tipo

(L1).
Se almeno uno dei due elementi @/, a/ & uguale a zero, tale
matrice nou esiste. Se inoltre mon solo risulta a,'=a,! =a,’ =

=a/=1 ed a,'=1, ma &anche a,/=a,! =1 (I5=1, j, h, k), se cioe
gli elementi a,’, a,', @', ;! costituiscono una matrice del tipo
(I.1.), deve essere (x,, x;)€ U oppure (x;, )€ U; nel primo caso
la terna di archi uscenti da a; & (x,, =), (x,, x,), (x;, a;), diversa
dalla terna precedentemente considerata per la coppia di vertici
x; ed z,; nel secondo caso la terna di archi & relativa al vertice x,.

Le considerazioni svolte per il vertice x; possono essere estese
ad ognuno degli » vertici; poiché d’altra parte risulia

(I1.6.) (3) Y (’""2‘ j),

j=1

sommando le quantith espresse dalla ([1.6.) per ¢ =1, 2,..., n, ne
risulta la (IL.5.); alla diseguaglianza espressa dalla (11.b.) soddisfa
il rango della matrice M, in quanto per essa risulta r,=n — 1
(=1, 2,.., n).

Possiamo percid porre, per una qualunque #n-pla di valori r,:

w 7,2 ) .
(IL.7.) maxm << ¥ I ('r, o '7) =m(r,.., n),
N im =\ 2
I1.2. - Calcolata una maggiorazione del rango m per una qua-
lunque matrice 4, determiniamo la m-pla di valori r; per la quale
sia minima la quantita

"oy
(m —3) = (2') — max m;
=1 Pred
essendo sempre max m << m(r,,.., r,), minimizziamo dapprima la
quantita 7t
n 'y R
(I1.8.) S,y ) =(n—3) = ( 2') —mr,,y .., 1,),
i=1
funzione delle » quantita r,.
Siccome

S{riy .., r.,(g(n—f}).g (;’) — max
=1 bred
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sard
. . %o (T
Min S(r,,..., r,) << Min g(n—-S) (2'> — max m};
i=1 K
d’altra parte, dimostremo che per i valori », per i quali S(r,,..., 7,)
¢ minima si ha
max m = m(r,,..., r,)
frgd

n .
e quindi il Min i(n -3 2 (;‘) — max m | & raggiunto per i
=1 frd
valori di r; che minimizzano S(r,,..., r,) ed inoltre &:

i=1 by

(IL9)  Min S(r,. .., ) = Ming(n —3 s (g) — max m% .

Determiniamo dapprima i valori »; che corrispondono alla
equiripartizione degli archi. Per » dispari si ha:

r, =

n—1 .
—5— =1, 2,..., n);

per # pari si ha

n . n
g . (1_1, 2,...,5)
r, =
" . n
(é—l (z_é—{—l,...,n)

Consideriamo fissata una n-pla di valori »; (e quindi la quan-
tita S(r,,..., r,)); supponiamo che sia

).

Py = =1,

(cid & sempre possibile operando degli scambi sui vertici, nello
schema del grafo) e supponiamo che per due valori generici r, ed
r,8la r,>r, r,=r,+14(@=>=1) ed a,» = 1. Passando dai valori

(?) Ved. M.- G. KENDALL, op. ¢it.; per » pari non si ha una equiripar.

PSR . n—1 : .
tizione in senso stretto, in quanto non & intero, ma essa si pud

2
considerare come la meno wvariabile.
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r, ai valori »; cosl definiti:

r,=1r,—1
r.=r,+1
ri=r, (¢h, k)

scambiando gli elementi a," ed a,* ed indicando con Str/, ..., r.’)
la quantith espressa dalla (I1.8.), definita in corrispondenza alla
nuova n-pla di valori »;,

—ser,<<n—1edi=1siha

Sy, )= 8Ty .y 1),

—ser,<<n—1ed ¢=>2 si ha
Sty .., r.) =8/, v, V1 =0 Hw—1r)—1=0

(la differenza & sempre positiva, eccetto che per r,=n—1 ed
1=2).

Cid significa che, per » dispari o pari, la quantita Sir,, ..., r,)
raggiunge il suo minimo valore per I’equiripartizione degli archi.

Per » dispari infatti si pud supporre la derivazione della
matrice corrispondente alla equiripartizione, partendo dalla matrice
M e scambiando gli elementi a*=1 ed a*=0, con k>h +
+2 ; 1 (h =1,2.., 2 —2- 1); per » pari si pud ugualmente sup-
porre la derivazione dalla matrice M, scambiando gli elementi
a'=1ed ar*=0con k>h+ Z- (h= 1. 2,.., % — 1); in en-
trambi i casi & r,=>r, + 2.

Passando d’altra parte, con uno o pii scambi degli elementi
a’ ed a/ (i, j=1, 2,.., n), dalla equiripartizione degli archi ad
una qualunque altra ripartizione, l1a quantita S(r,, ..., r,) aumenta,
oppure rimane immutata.

I1,3. - Dimostriamo ora che per !’ equiripartizione degli ar-
chi, individuata dai particolari valori #; gia determinati, sia
per n dispari che per » pari si ha max m =m|(r,,..., 7,); dimo-
striamo cioé che per essa si ha: bl

— per n dispari

= =1

2 .
(IL10) m=n 3 ( 2 ]>=m(n—1’m,n21);
j=1
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— per n pari

no_ oy 2o m j
(IL.11.) m——g-( )+n 5 ( , ) m(2 1., 2).

2

Poiche, per ogni n-pla di valori »; & valida la (11.5), supponiamo
di distribuire gli elementi unitd nella matrice A’ corrispondente
alla equiripartizione, in modo che le righe i-ma ed (i 4 1l)-ma
{¢t=1, 2,.., n — 1) abbiano 7, — 1 elementi unitdh corrispondenti
{unitd che cioé siano disposte sulle stesse colonne); sia ad es. A’
{per n =5, 6) cosl configurata:

011100
01100 :

001110
001 10
000 L 1 000 1 11

A = A=

0000 11
10 0 0 1

1000 01
1100 0

1100 00

Per ’enamerazione delle matrici del tipo (I.1.), poich2 si devouo
confrontare tutte le righe a due a due, per » dispari possiamo

costruire una matrice 4” di » + ® ; 1_ 2 righe ed n colonne,
avente come prime 2— 1 _ 2 righe le ultime 'n-2— l _24i4
le rimanenti » righe uguali a quelle di A’ (per » =5, 4" = 4’).

__1_2

. . . 4 LW
Confrontando la prima riga di A” con le successive

—1

righe di A", la seconda con le successive 5— 2,..., I'n-ma

n —
2

riga di A" con le rimanenti — 2, siamo sicuri di confrontare

a due a due tutte le righe della matrice A’ originaria, mediante

# gruppi di confronti. Ma, confrontando la prima e la seconda

riga di un generico gruppo di confronti, si ottengono, per la par-
n —1

ticolare disposizione delle unita(T —1> matrici (I.1.); con-
2

n—1
frontando la prima e la terza se ne ottengono (T "); con-
2
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n—1
frontando la prima e la (T o )—ma se ne ottengono (g) In
2
totale, per gli » gruppi, si ottiene:

o=l

%—1_1 9 \z: _2<%—1_j)
(IL.10,) m=nl(—29 )+'"+(2)}=”,~; 22 .

-

Anche per » parici si potrd sempre riferire, per i confronti a
due a due delle righe di A’, ad una matrice 4" di » + %—3

righe e di » colonne, avente come prime — — 3 righe le ultime
2

3;— — 3 righe di A’ e come ultime % righe le righe di A’ (per=6,

A” = 4’). S8i oftengono anche qui % gruppi di confronti di cui

perd % distinti dai rimanenti. Infatti, per i primi, si ottengono

_K— )+...+(g)1

matrici (I.1.), mentre per i rimanenti - si ottengono complesiva-

g[(g_l)+ +(§)}

2

complessivamente

mente

matrici (I.1.); ne risulta:

(ILt1) m =%(%2_1)+n[(g;2)+ - (2)] —
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La formula (I1.9.) & cosl verificata e risulta:

— per n dispari
3 __ 2
(IL.12.) Min 8(r,, ..., r,)=(n—3) 1%@ +
i ,m—1
—m ( P) ’)
=1 2
— per n pari
8 __ 4n?
(IL13)  Min S(r,, ..., r,) = (0 — 3) "_iréi" n
n _ R !:—2 _72_ )
2(74‘ 1)_n 3 (2 ")'
2 2 j=2 2

Sostituendo, nella formula (I1.3.) le quantitah Min S(r,, ..., r.,),

date dalle (II.12.) e (IL.13.), si ottiene:

per n dispari:
n—>5

=38 )+ %} (0 — 26 — 1)(n — 2 —8)=
=1

(ILL) Maxt= 27
=‘.1%[6(n —1)(n —3) + (n — 5) (n* — 4n + 3)] =

_ (n + Unn — 1)n —23)

i3
— per n pari:
I1.2) Maxt = ® =3 (ne—omy 4 2 0 —2m—4) +
8 16
n;‘
+ 2 5 m—20)(n—2—2) =
8 i 2
— 5 (B 2 —3)+nin?— n+26) - 24]—

__(n+2n(n —2)n — 3)
= 15 .




