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Sull'invertibilità degli operatori analitici negli spazi di Banach 

Nota di DOMINGOS PISANELL.1 (a S. Paolo - Brasile) (*) 

Sunto. Si danno condisioni sufficienti per V invertibilità di un operatore 
analitico secondo Frechet estendendo il " calcul des limites „ di Cauchy, 

Sia y = f(x) un operatore analitico in un aperto di X con 
valori in Y entrambi spazi localmente convessi sul corpo corn-
plesso C. Abbiamo dimostrato ([2], p. 29) una formola per la mag-
giorazione del differenziale di ordine n di f(x). Quando X ed Y 
sono spazi di B A N A C H , questa formola prende l'aspetto: 

(1J l|S"/X*o, * , , » . , K) || <zan\\ fcj| ...\\hn || 

dove l im \l an < + o o e ax = 1. 

Yogl iamo ora estendere il "calcul des l imites , , di CAUCHY per 
dimostrare T invertibi l i tà locale di un operatore analitico secondo 
F R E C H E T O, ciô che è lo stesso negli spazi di B A N A C H , analitico 
secondo F A N T A P P I È (J. SEBASTIAO e S I L V A ([3], p. 25)). 

Per le definizioni e i teoremi ci atterremo al trattato di H I L L E : 
Funct ional Analys i s and Semi-Groups [1]. 

TEOREMA. - Sia y : = f ( x ) analitico secondo Frechet nelVintorno 
|| x — xft || < r di X, con valori in Y, entrambi spazi di Banach 
su C. Supponiamo che §f(a;0, h) sia un'applicasione biunivoca di X 
su Y . Esiste allora un unico operatore x == cp(y) analitico secondo 
Frechet in un intorno di y 0 = f(x0) ove (f0<p)(y) = y e cp(y0) = x 0 . 

P e r semplicità supporremo che ac0 = 0 e yQ = 0. Corne si sa 
L(y) inverso di 8/"(0, h) è l ineare e continuo in Y ([4], p. 36). 

F(x) = L(f(x)) sarà analitico secondo FRECHET nelFintorno 

(*) Pervenuta alla Segreteria deir iJ .M.L il 7 ottobre 1963. 
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| x || <" r in X con valori in X e avremo : 

F(x)=x 2 Î 8 » j r ( 0 , * ) - S P„(*) | | « | | < 
» > 2 w « > l 

Supponiamo che esista F~l(y) analitico secondo FRECHET in 
un iutorno 7(0) di zéro, con valori in | |a:| | < r taie che 

(2) F0F-l(y) = y p - ' (0 ) = 0. 

Avremo allora: 

(3) 2 PJ 2 ft.fr))- S pj S Qmi(2/),..., S ft^W y 
n>l \ m > l / w > l \fH4>l m n > l / 

dove P ^ , . . . , *„) = A a»Z(0, fc1,..., fcH) e S Q Jy) è lo sviluppo 
n * m > l . 

di TAYLOR di F-'(y) nell 'intorno V(0). Da (2) si avrà svilup-
pando FJF~l : 

S S' P.tQ^fy),.. , QmHly)) = y y£ V[0) 

dove il primo sommatorio è esteso aile soluzioni positive e intere 
delPequazione ml -+• ... + mM = ft per tutti gli w > l . 

Dal principio di identità si avrà: 

PiiQxiV)) = V 

2 ' P„(Qm>(y),..., Qmjiy)) = o (* > l) 

donde 

(*) «*(») = ~ S" PB(Qmi(2/),..., Qmiy)) (* > i) 



112 DOMINGOS PISANEIXÏ 

cio che dimostra per induzione l'unicità deir operatore in questione 
perché il sommatorio è ora esteso a tutte le soluzioni positive e 
intere dell'equazione mx -t-... -h-m^ — k per tutti gli n>l e quindi 
m j < mi -+- ••• -»- w u = fe (1 <j < : n ) . 

Viceversa quesfce formule (4) ci danno la possibilità di costruire 
per induzione gli operatori poliuomiali Qk(y) (&>1) , 

Dimostriamo che: 

(5) i\QM)\\l5bh\\y\\* * ^ 1 

dove (ojfc)fe>i è una successione di numeri positivi tali che 

h 

lim \bh < +- oo. 

Infatti da (1) si ha: 

16) HPn(*i,. . . , K) || < a n || M - I I * . 

cou 

lim Va„ < -H oo e ax = 1. 

Sia la série di potenze: 

V * s — a*zz — ... — aMs" 

W -H fejW* H- ... H- 6 , „W m 4- ... 

la sua inversa. 
Si ha || Qx(y) || = || «/1| . Ammessa (5) per & — 1 si ha da (5) e 

da (6): 

Il Qk(y) Il ^ S" a„ || <&.,(») ||... || QmJy) || < 

(S" ^6 , , , , . . . 6^)112/11^6 ,112/1^ , 
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dove corne ai solito il sommatorio è esteso aile soluzioni intere e 
positive dell'equazione w, -+-... •+ mn =: k per tutti gli n > 1. 

Dalla Cr-analiticità degli operatori polinomiali Qm(y) e dalla 
convergenza uniforme di 

(7) S Qjy) 
m > l 

( 1 m __ \ 
in ogni || y || < ^ < p l - = lim V&«) si avrà Tanalicità di (7) 
i u II y II < P- Potremo allora trovare s > 0 in modo che || S Q(y) || < 

«*>1 
< r quando || y | < s e ciô dimostra (2) e quindi il teorema 

Questione aperta. 

La definizione di analicità di un operatore si estende agli 
spazi localmente convessi. La costruzione dell'operatore inverso 
F~x(y) v a l e for niai mente in questa categoria di spazi. Si potrebbe 
allora tentare Pestensione del teorema dato usufruendo forse délia 
disuguaglianza fondamentale di [2]. 
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