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Snll'energia irradiata da un dipolo in presenza 
di nna terra non omogenea. 

Nota di MARZIANO M A B Z I A N I (a Ferrara) (*) (**) 

Sunto. - Si estende al caso délia Terra non omogenea un procedimento per 
la valutasione approssimata delVenergia irradiata da un dipolo9 otie* 
nendo risultati che comprendono quelli stabiliti recentemente da IL 
Bremmer a proposito délia propagasione radio su superficie terrestre 
composta di zone omogenee elettricamente diverse. 

1. Corne è stato mostrato recentemente (l), nna valutazione 
approssimata dell'energia totale irradiata da un dipolo in presenza 
di una terra piana e omogenea, dotata di conduttività finita, puô 
aversi con procedimento assai semplice. Qnesto si fonda, in sostanza, 
sull' uso délia cosidetta condizione ai contorno di M. A. I / E O N T O V I C H 
ove si assuma quale valorè approssimato del vettore magnetico» 
sulla superficie terrestre cr quello corrispondente all'ipot9Si d e l î » 
perfetta conduttività. Le formule che si ottengono coincidono con 
quelle che A. SOMMERFELD (') ha dedotto dalla sua soluzione esatta 
trascurando termini molto piccoli nel caso di elevata conduttività» 
del suolo. Fertanto le approssimafeioni suddette appaiono, sul piano» 
pratico, del tutto giustificate e suscettibili di nuove" applicazionL 
Infatti, osservato che la trattazione del caso non omogeneo coi 

(*) Pervenuta alla Segreteria «JeirU.M. I. il 5 settembre 1963. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito dell'atti vita dei Gruppi di Bicerca» 

matematica del Consiglio Kazionale délie Bicerche. 
(*) M. MARZÏANI, SulVenergia irradiata da tm dipolo, «Boll. Un. M&k 

It. » (3), vol. 16 (1961), pp. 117-123. 
(8) A. SGMMERFELD, Partial Differential Equations in Physics, Ne^r 

York, « Académie Press lue, », 1949, p. 270 e segg. 
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metodo del SOMMEBFEIJD presenterebbe difficoltà notevoli ("), si 
puô pensare di estendere a taïe problema le considerazioni s e m \ 
pl i f icatrici svoite in precedenza. Queste, perô, sembrano a priori 
n o n piît direttamente applicabili quando la superficie terrestre si 
compone di zone omogenee dotate di propriété elettriche diverse 
(corne ad es. continente e mare) i4} implicando in questo caso le 
nostre ipotesi una discontinuità per Ja componente superficiale 
del vettore elettrico sulla iinea di separazione di due zone (*). Ed 
è noto che u n a discontinuità di questo tipo, traduceiidosi in una 
bru se a variazione delïa densilà di corrente superficiale, équivale 
ad u n addensamento di carica magnetica sul contorno, capace, in 
cert i casi {% di modificare sensibilmente i risultati. Conviene 
dunque , i n questa nota, riprendere la questione dal principio con 
u n procedimento alquanto divereo anche se i^pirato agli stessi 
cr i teri delïa j icerca précédente. Si stabilisée cosl una formula 
approssimata, (3a (9) del testo), che assieme alla (1) riduce aile 
quadrature i l problema délia valutazione dell'energia irradiata in 
presenza di una terra con indice complesso di rifrazione (7) comunque 
variabi le col posto. 

I l risultato, del tutto simile nelïa forma a quello acquîsito per la 
terra omogenea, si applica, in particoîare, ad un'isola o continente 
omogeneo di forma e dimensioni qualsiasi confinante col mare. 
L a valutazione, in questo e in altri casi interessanti la teenica 
dé l i e radio-onde, eoincfde sostanzialmente con quelle che p u ô a v e i s i 

(») Tali difficoltà ÊOHO del reeto le stesse che si incontrano nel problema 
più générale delïa piopagazione délie radio-onde su una terra piana non 
omogenea. Si vedano su taie argumento e per la bibliografia relativa H. 
BHEMMER: Propagation of -Electromagnetic Waves, in « Hand'buch der 
Pbysik», Berlin, Springer Verleg, l€5B, Band XVI p. 541 e B. L. FEIN-
BEBG: Propagation of Badio Waves along an Inhomogeneous Surface. 
Supplément o al vol. XI série X del Nuovo Clmento (1959), pp. 60-91. 

(4) Le nostre considerazioni presupponevano la continuità del vettore 
elettrico e délie sue dérivât e pi ira e su o. 

(5) Discontinuità dérivante dalï'applicazione délia condizione al contorno 
di M. A. LEOKTOVJCH a due zone dî nalura diverea. Le variazioni deile 
proprietà elettrithe del suolo agiscono invece in maniera trascurabile sulla 
componente superficiale del vettore magnetico. 

(6) Ad es. in alcune tiatlazioni del problema délia diffrazione da parte 
di una fendituia in uno scheimo perfettaroente conduttore (cfr. ad es. J 
A. SIRATTON: « Tecria âeU'ehttromagfietitmo*. Torino,Einaudi, 1952, p. 644 
oppure B. B. B A S E R and E. T. COPSON: « The mathematical theory ot 

Huygens principle» Oxford, Cïarendon Press, 1950, p. 115. 
C7) Sufficientemente grande in roodulo rispetto all'unilà. 
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daji risultati che H. BREMME^ e altri Autori hanno di récente 
stabilito. 

2. Ailo scopo di impostare la risoluzione del problema, comin-
ciamo col ricordare che un dipolo elettrico verticale, posto in un 
punto 40(0, 0, h) con h > 0 deH'atmo&fera (8) in presenza délia 
terra, la cui superficie <i supporremo coïncidente col piano xy del 
sistema cartesiano di riferimento 0, », y, 0, irradia complessiva-
mente un'energia W (média per periodo) data dalla relazione (9) 

ove J0 rappresenta l'ampiezza délia oorrente sinusoïdale ohe per-
corre il dipolo, l la lunghezza del dipolo stesso, ed Et(AQ) il vaiore 
assunto dalla comportante verticale del vettore elettrico E nel punto 
ove è situato il dipol» (?°). Corne appare dalla (1), la valutazione del-
Tenergia W dipende, in definitiva, dat> calcolo di taie oomponente 
verticale del vettore elettrico. il da notare a, questo proposito che 
dalla relazione 

(2) £ = g r a d d i v n - t - & ; 

(ove k0 = t»\/EQp. è la costante di propagazione nell'atmosfera, o> 
essendo la pulsaztone) (») che esprime il vettore elettrico E in 
funzione del vettore di HERTZ 

ffc = versore dell'asse % diretto verso Patmosfera) si trae (u): 

(8) Si suppone Patmosfera omogenea e dotata di costante dielettrica Ê0 
e perméabilité magnetica JI. 

(9) Cfr. ad es. M. MARZIANI: loc. cit p. 121. 

(i0) Be(u\ e Im(u) denotano la parte reale e il coefficiente deirimma-
ginario del numéro complesso in parentesi. 

(u) Il fattore temporale che si sottintende è e-*ot i essendo l'unità 
immaginaria e t il tempo. 

(la) Si rlcordî ch* la funzione di HERTZ U soddisfa all'equazione délie 
onde di HELMHOLTZ An-4- fc0«n = 0 , A essendo al solito l'operatore di LA-
PLACE nello spazio a tre dimensioni. 
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Si suppone poi sufficientemente bassa la frequenza del campo 
elettrbmagnetico ed elevata la conduttività délia terra in modo 
che la sua costante dielettrica complessa e' (variabile da punto a 
punto a' causa dél ia variabilità délie proprietà elettriche del suolo) 
s ia grande in modulo nei confronti délia costante dielettrica s0 

dell'atmosfera (**). Sotto tali ipotesi i componenti superficiali Et e 
Ht de l vettore elettrico e di qûello magnetico sono legati fra loro 
fin 9 dalla relazione approssimata (condizione di M. A. LEONTOVICH) (M) 

m- E, = UiAHt' 

ove l ' impedenza superficiale 

d e v e considerarsi funzione generalmente continua del punto Q di <x. 

(*8) Com'è noto, s' =^ E -+- iy/co s e y essendo rispettivamente la costante 
dielettrica e la conduttività délia terra. La perméabilité magnetica délia 
stessa si suppone invece uguale a que lia dell'atmosfera e quindi costante. 

(14) Hel caso di una terra (piana) omogenea, la (4) puô dimostrarsi nel 
modo seguente. È noto (cfr. ad es. J .A. SRATTON: loc. cit. p. 641) che in 
un punto P(x, y, à) interno alla terra il vettore elettrico è esprimibile 
nella forma: 

1 Ce%kr 1- - C&kr • 

- a r°w—(*A B)da<î+A s n w W — { k x m °Q 

ove r = - | P — Q\ e fc = a>Ve'iij la radice essendo intesa con parte reale 
positiva. Ora, aglî integrali délia (°), che sono del tipo 

J=je*kr<p(Q, P)doQ = e-u* [eW+z^iQ, P)dsQi 

a a 

è applicabile il metodo di approssimazione del saddle-point. Inf atti, quanto 
più il comportamento délia terra s'avvicina a quello di un buon condut-
tore, tanto maggiore, è la quantità positiva Im(k) e quindi tanto più pros-
simo a zéro il fattore ert(r+*> per ogni Q di o diverse da Q9(x} y, 0). Per-
tanto solo un piccolo intorno di Q0 dà un contributo effettivo nel calcolo 
di J. Ma in taie intorno è 

<p(0, P ) ~ 9 ( Q 0 , P) r + zco-^-
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Si puô ora osservare che sost i tuendo ne l l a (4) ad Et l ' e spress ione 
che si o t t iene da l la (2) e a Ht quel la che si t r ae da l l a r e l az ione 

/ / = — iw£0rot(ïlfe) 

la (4) stessa acquis ta la forma 

dn ik0 , „ 
(5) g r a d f f — = — — g r a d i n 

ove g r a d f f F dénota il g rad ien te superf ic ia le dél ia funz ione F (15) 
e n = Vs76o e l ' i nd i ce complesso di r i f raz ione dél ia t e r r a . 

P e r t a n t o il p rob l ema che ci in té ressa è r icondot to a que l lo di 

p essendo la distanza di Q da Q0, e quindi 

/
«M 2ni 

e--£-diy = - T*viQ: P)e—** 
(7 

Applicando taie formula agli integrali délia (°) si ottiene 

E(P)—gj/-?t*A w(e.)]e-,Aï-+-\ *(w«-

cosicchè, quando P tende a o, 

-ikz 

La (00) implica l'annullarsi del componente verticale di E in seno alla 
terra (ma non nell'atmosfera essendo fc grande in modulo rispetto fc0) e, 
per la continuità di Et e Ht attraverso o, il sussistere délia (4) (con valore 
costante dell'impedenza superficiale) su detta superficie. Nel caso di una 
terra (piana) non omogenea si puô, in générale, ritenere ancora valida in 
prima approssimazione la formula (4) ora stabilita per 1R terra omogenea 
(a patto di sostituire aU'impedenza superficiale il suo valore iocale £(<?)). 
Non sarà inutile osservare che nel caso di una terra non piana il proce 
dimento esposto consentirebbe di tener conto délia curvatura délia super
ficie terrestre (cfr. H. BREMAIER: loc. cit. p. 464, formula (18.11)1. 

(1 | Ovviamente: 

dF 
grad F — grad^ F+- k. 
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determinare una soluzione n deïl'equazione délie onde, regolare 
nel semispazio % > 0 salvo che nel punto AQ (ove présenta la sin-
golarità dei la funzione di H E R T Z del campo primario di un dipolo), 
che verifictti per 2 = 0 alla (5) e alVi^finito a condizioni di radiazione. 

3 . Indicati rispettivamente con O(Q) e con W(Q) i valori (sod-

disfacenti al la (5) ma peraltro incognito che îl e — assumono in 

u n punto Q di a, e detto P 0 il generico punto del semispazio 
s > 0, la funzione 

(6) n'(Py) = - ^ J Ç v W K b ^ 

(ove r è la distanza di P 0 da Q) soddisfa (16) in P 0 all'equazione 
dél ie onde, oltre che aile condizioni aU'infinito, e su a è taie che 

ds w le 

AHora 

<» iŒ^-^i**, 
il l 

(ove p = —— è i l momento elettrico del dipolo e r0 e r' sono ri
spett ivamente le distanze di P0 dai puuti ^0(0, 0, h) e 4^0, 0, — h)), 
essendo soluzione dell'equazione délie onde, dotata BU! piano s = 0 
i i derlvata normale uguale a W(Q), oltre che del richiesto compor-
taniento in ÀQ e aU'infinito, per il teorema di tfhicità coincide 
con ÏT(P0) nel semispazio z > 0. 

Se ora si fissa l'attenzione sul contributo dovuto alla condut-
t ività finita dél ia terra (rappresentato dalPespressione che più 

(J6) Cfr. ad es. B. B. BAKER and B. T. COPSON: loc. cit. p. 157 

La (6), che è conseguenza délia nota formula di HELMHOLTZ, sussiste 
in condizioni analoghe a quelle délia formula di GRÉES (si veda per queste 
ultime 1J. LICHTEHSTEIN: Neuere EnUvickhtng der Potenhaltheorie. in 
«Encyklopadie der Mathem. Wissensch. », Band. t l (3), p. £12). 
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sopra abbiamo indicato con II') (17) si vede che il vettore elettrico 
Ef dérivante dalla funzione di HTERTZ II' ha, in virtù dél ia (3), 
corne comportante verticale nel punto P0 

1 fe^or 

cioè, tenuto anche conto délia (5), 

(8) E,'(PQ) = ^ d i v p 0 | ^ - grad , V(Q)dcQ = 
a 

1 [eik*rikQ , -t„ , 

Couvenendo, corne nel caso omogeneo, di assumere quale valore 
approssimato di Ht su a quello corrispondente al l ' ipotesi dél ia 

n e*JWi 
perfetta conduttività, <Ï>(Q) risulta uguale a 2 j (ove **à è la 

distanza di Q da 4 J e di conseguenza la (8) d iventa: 

1 f e**Qr 2ik, I p eik^\ 

(9) ^ (p ( , ) = s_-d ivP o /_-^g rad f f(£-— )* < T Ç . 

L'espressione (9), calcolata in ^40, fornisce attraverso la (1) la 
soluzione (approssimata ma del tutto générale) del problema (18) i n 
una forma analoga a quella da noi data nel caso omogeneo (19). 

(i7) La f un'/ione -^-— ( 1 — ] che compare nella (7) rappresenta la 
4ne0 \ r0 r / 

funzione di HERTZ n^ll'ipotesi délia perfetta conduttività. 
(18) Limitatamente al contributo délia conduttività finita del suolo, es

sendo quello délia perfetta conduttività già noto. 
(19) Lfr. M. MARZIANI: loc. cit. p. 122. In taie formula bisogna sostituire 

$tk0r e~ *V" * 
a (corne giustamente lia rilevato L. ROBIN nella recensione del 

r r 
detto lavoro in Mathematical Reviews, vol. 24 N. 5 B (1062), B 1859). 
Taie svisla non pregiudica peraltro la validità délie conclusioni délia ricerca. 
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4, I l risultato précédente è applicabile in particolare quando 
la superficie terrestre consta di un'isola al (omogenea e di forma 
qualsiasi) e del mare <rt (considerato corne un mezzo a conduttività 
infinita) che la circonda. In questo caso, poichè l' indice complesso 
di rifrazione assume il valore costante nx su s, mentre tende al-
l ' inf ini to su <J2, dalla (9) si ottiene: 

che si puô trasformare nella 

(10) J 1 ( P , ) = - g ; / — — A « Q ^ - T T - ) * « -

1 £ e<fr<>r 2*fc0 „ / P eî7e<>n\ 

S } r - V g r a d ° f e ^ r ) X ï ; d S 

ffQ 

2u 
ç 

C essendo il contorno di GV e v il versore normale a C che giace 
su G ed è orientato, verso l' interno di al (20). La (10) poi, in conse-

(so) In relazione a quanto s'è detto all'inizio circa la discontinuità del 
componente superficiale del vettore elettrico è bene osservare 'che es
sendo su ot 

dEM' Â an' 2ik0 , / p ' e'*on\ 
gs * gs nL

 w\4rte9 r t / 

n4 * \4HÊ0I r4 / 

e inoltre 

(t versore tangente a C) la (lOj diventa 

*«. —i/^^-if^CA**, 

conforme alla teoria proposta dal KOTTITCR per le distribuzioni superficiali 
discontinue (cfr. ad es. J. A. SÏRATTON : loc.'cit. pp. 644-645. 
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guenza délia identità di G-BEEN nel piano, risulta équivalente a 

(11) *„(P.) = - R J — — A2Q ̂  — j d,Q -

1 £ eifrori 2*A;0 3 / p eikor\ 

c 

ove il primo termine che figura a secondo membro puô pensarsi 
dérivante, per il tramite délia (3), dalla funzione di HERTZ 

CTI 

4re0 r 9 

Indiçando allora con 1^( Q, AQ) il valore in Q délia funzione 
di HERTZ del campo generato in ipotegidi perfetta conduttività 
dal dipolo posto in 4 0 , ed attribuendo a n^Q, P0) un significato 
analogo, si ha: 

e la (12) diventa 
£ ik r 

{13) pt£ Jn-tG'^MG'^V 
Là (13), (a parte le diverse notazioni), coïncide con la formula 

ottenuta al riguardo da H. BREMMER (ll) e comprendente i risultati 
numerici acquisiti da altri Autori. 

Al campo dérivante dalla (13) s'aggiunge nel nostro risultato 
quello espresso dal secondo termine délia (11), dovuto all'azioné 
délia carica magnetica distribuita lungo il contorno C di <jj. Questo 
seconde termine (che del resto diventa trascurabile quando P0 è 
lontano da C) non figura invece nel risultato del BREMMER che, 
prescindendo dalle brusche variazioni di n, assume quale condi-
zione su G la 

— = - ^ n 

in luogo délia (5) (ossia délia (4)) da noi adottata. 

(21) H. BREMMER: The Propagation over an Inhomogeneous Earth con-
sidered as a Two-dimensional Scattering Problem, in Electroraagnetic Wave 
propagation, New York, Académie Press (i960), pp. 253260 (cfr. in parti-
colare la formula (16; di p. 257). 


