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Osservazioni sulla ipoellitticità 

Nota di B R U N O P I N I (a Bologna) (*) 

Sunto. - Corne nelle ngke che precedono Un 1. 

Sia P ( D r , Dy) un polinomio differenziale a coefficient* costanti. 
H8RM:A.NT>EB ha provato (') che condizione necessaria e sufficiente 
di ipoellitticità è che sia 

1 ' P ( - * S , — t'a) ~* 

per s* -H a-* —* + 0 0 (* uni ta immaginaria, s e ¢7 variabili reali) per 
ogni coppia di interi non negativi h, h con h -+- & > 0 ; è sufficiente 
ohe sia 

î 

D,P(-is, -je) DaP(-i8,"ic) 
W P(-ts, — a) ~ u ' P | - « f - * * ) "* 

per s* +- a" —* •+- 00. 
Scopo délia présente nota è quello di scrivere il polinomio P 

corne somma di due polinomi P , e P 8 cosl che Px sia costituito da 
tutti e soli quei ter mi ni di P per cui P sia ipoellittico se e solo 
se lo è P , . P e P , saranno due polinomi egualmente forti (*) e si 
potrà chiamare P , la parte principale di P. 

(** Pervenuta alla Seçreteria dell' U.M.Ï . il 7 ottobre 1963. 
(*) Cfr. per esempio L. HÔRMANDER, Linear partial differenhal équations 

Sprinter-Verlag, Berlin, 1963. 
(*) Dei d«B polinomi P{D) e Q{D)(D ={Dxlt ..., DxJ) il primo si dice 

meno forte del secoado (cfr. Le. in (1)) se. comunque si fissi un aperto Û, 
esiste una costante C(fi) < + 00 taie che || P(D)y ||zi < C(û) || Q(D)9 | |^ per 
ogni fp e Cf{Rm) con supporto in Q. Posto | «(— «) | = ( S | R{*\— ts) |«|i/* , 

P 

(s = (s4, . . , sm) ; p ô il multi-indice p 4 , ..., pm e *<P> = D f . *V"K)> so
no eo^uivalenti le seguetiti proprietà : a) P(D) è raeno forte di Q(l))-y 

b) | JP>(— ts) | < C | Q( - *s) | ; c» | F(— is) | < C | Q(— *s) |. Ricordiamo anche 
che un polinomio egualmente/forte d'un polinomio ipoellittico é ebso stesso 
ipoellittico. 
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1. Si puô scrivere 

(3) P(Dr, D,)= S ahD„-h i bkDy -f- S CrtBltfy H- d. 
A=i &=i r > i , «2*i 

È intanto immediato che : 

Se (3) è ipoellittico non pub essere ah = 0 per h = 1, 2, ..., p, ne 
bk = 0 per k=z 1, 2, ..., g; inoltre per ogni coppia r, t deve essere 
r<p — 1, i < g — 1. 

La prima osservazione segue subito dal fatto che la (1) implica 
| P(— is, — *<r) I —̂  + oo per s2 -+• <y9 —» + o o mentre se aA = 0 per 
h = 1, 2, ..., p. si ha P( — ts, 0) = d. 

— — ~r ~i 
Fissato poi r, sia t il più grande intero per cui c-jDxDy figura 

in P ; si ha 

DlP(0, - t<r)=(—t)7a-r ! -+- (— •f+ï r ! c- 7<77-f- S_ c- (( - t)H-' r ! *, 

P(0, — *a)= S 6t(-*)*ff*H-d; 

la (1) richiede allora che sia 1 < q; dunque per ogni t deve essere 
t-^q — 1 ; analogamente r <ç,p — 1. 

Supponiamo che sia p> g. 
Osserviamo che, posto £ = %x -+- (3t/, ^q^ya; -+- Si/, (a, p, y» S reali e 

a8_pY=f=0), e 

PiD*, D,) = P(aD| -H YD^ , pDë H- SB,) = ¢(¾ , Dfl), 

se s = as' -+• Y<T', C = p«' •+- Sa', le condizioni (2) implicano le 

D,*Q(—ta', — fr') i)g/Q(- is\ -ia) 

e viceversa. Ora se in (3) figurano termini per cui r -f- pt/q > p, 
con una opportuna trasformazione lineare reale propria délie va
riabili ci si puô ricondurre a un polinomio differenziale in cui 
taie eventualità non si verifica. 

Possiamo quindi supporre che per ogni coppia r, t che figura 
nella (3) sia r -t-pt/q^p. 

Scriviamo allora (3) anche corne segue 

P{BxyDy)= S OftDllfy 
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e poniamc 

(4) P0(B^BV) = S a^BlB'y, 
r+ptfq=p 
r^O, t>o 

Pk(Bx, By)= S a^BlB^, per 0<fc<p. 
p - fc<r+p(/q<p 

r>o, i^o 

Sia S il massimo comun divisore tra p e q e p=p 0 B î g=g0S ; 
da r-*~pt/g=:p segue ¢0^-+-^=^0¾ 5 o n d e Po è divisore di r 
e g0 è divisore di t ; posto r=hpQ, £=fcg0, da q0r -+- 2>0£=2>0(?o(k * fc) 
segue /t -f- h = 8. Pertanto P0(X, — te) si puô scrivere 

e, posto lPo = Gq°lï\ anche 

» 1 

indicando con a,, j = 1, 2, ..., /, le radici dell' equazione 

(5) aptx. -+- S CA(— t) aft -+- o,(— *) * = 0 , 
fc=i 

rispettivamente jii molteplicità nXJ n%, .r., nz(w, -h . . . + ^ = 8 ) si ha 

(6,) PQ(\, -ic) = **qoap n ( X f - a , ) - j B S a p A (XPo - a / ° p . 
; = i *=* 

In base a queste osservazioni possiamo affermare la fattoriz-
zazione 

Pt{D., Bv) - ap Ô (DS° - ^ ^ D?°)"J 

Ne segue che 

(6.) P 0 ( - ts, p) _ a, n ( ( - ts)Po - - ¾ ^° f . 

H \ (— *) ' 
Osserviamo che se la (5) ha radici tutte sera pli ci, allora anche 

le equazioni P0(X, — io) = 0 e P0(— is, )̂ = 0 hanno radici tutte 
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semplici (per ¢=^=0, s 4= 0) ; in générale a ogni radice di P„(X, — 
— ia) = 0 si puô associare una radice di eguale molteplicità di 
P0(— is, u.) = 0. Poniamo ora 

s = p cos 6, a = pp/q sen ô (onde p ̂  | s | -h | cr 9'P < 2p) ; 

si ha 

P0( — «s, — ici) = ppP0( — i cos 6, — i sen 6). 

Distiuguiamo i seguenti casi : 

1° caso. -

P0(— * cos 6, — i sen 0) =}= 0 per 0 < 6 ^ 2*. 

2° caso. - Esistono valori di 0 per cui P0( — i cos 6, — sen 6)=:0 ; 
l'equazione P0(X, — iv) = 0 ha quindi délie radici immaginai ie 
pure ; esse sono tutte semplici. 

3° caso - Esistono valori di ô per cui P0(— * cos 6, — i sen 6 )=0 ; 
le radici immaginarie pure di P0(X, — io) = 0 non sono perô tutte 
semplici. 

1. - Nel primo caso il polinomio P(BX, By) è ipoellittico. 

Ciô segue subito dal fatto che esiste una costante positiva C 
taie che 

(7) P P / C < | P 0 ( - * S , - w) | <; CP>. 

Se p = q il polinomio è ellittico ; se p ^> q puô essere parabolico 
o del tipo che io ho chiamato pseudoparabolico regolare e che 
HÔRMANDER chiama semi-ellittico e VOLEVIC quasi-ellittico (a). 

È | P | < | P 0 | + | P _ P J ; poichè | P - P J = o ( p » ) per p — + o o , 
dalla (7) segue 

| P | < | P J + C(1 + | P 0 | ) < : C ' | P 0 | ; 

da | P01 < | P | + | P — P01 segue analogamente 

| P 0 | < C " | P | ; 

perciô P e P 0 sono egualmente forti. P 0 è la parte principale di P . 

(») Cfr. Le. in (1) pp. 102-103, L. P. VOLÉVIC, Proprtetq locah délie 
soluzioni dei sistemi quasi-elhttici, Mat. Sbornik, 59 (101) (19fcg) (in russo). 
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II . - Nel secondo caso P(Bx,By) è ipoellittico se e solo se P , ( A - J By) 
è ipoellittico, 

Per provare ciô facciamo vedere che : 

Nel secondo caso condizione necessana e sufficiente affinchè P 
sia ipoellittico è che sia 

| P , ( - < p e o a 6 , - i p P / g s e n 6 ) | 
(8) — -4- oo 

per p — -+- oo \4). 
La sufficienza délia condizione (8) si riconosce subito perché 

per p —* +- oo riesce 

| BSP(— tp cos 6, — PP/« sen 6) | = O^P"1), 

| BaP{— tp cos 6, — iovln sen 6) | — OfpP-1) 

P( — io cos ô, — lovte sen 6) — Px(— tp cos 6, — iovte sen 6) j =0(pP-1) ; 

le (2) sono perciô soddîsfatte. 
Proviamo la nécessita. Se non valesse la (8) esisterebbero un 

numéro pos i tno L, una successione 1 6(ï \, 0 < 9 „ < : 2 7 r , e una suc-
cessione divergente j pn i tah che 

(9) j P ^ - i9n cos 0n1 - ^ / g s e n 8fl) | if'
1 < L, n = 1{ 2, ... 

Si puô senz'altro supporre 1 6„ j convergente, sia 6(l -^ 6. Dalla 
(9), dividendo per on e passando al limite per n — oo, si ha 

P0(— i cos 6, — i sen 8) = 0. 

D'altra parte 

A P I - M , - * ) = ( - • ) fxPA-M) 

H- A(P(— **. - *ff) - Po(— « . - *ff)) i 

(4) Ovviamente la condizione si puô anche formulai e cosï: 

Se "ëj, j—l, 2, .. , v sono i valori d% 9 per eut P 0 ( - t cos 9, — i sen 9)=0 
< 0 < Û ; < 2 ; Ï perché se P0(-tcos<7, — i seny)=0 necessai ïamente è 9=(z0(2n)), 
«?/<??« P(A» A>* « ipoellittico se e solo se ad ogni 6, ŝ  pwô associare un 
mtoi no lj{Ik n 7A = 0 pei fc + k) taie che si venfica la (8) per 9 6 l3, j = 
= 1, 2, 

Infatti per 0 € (0. 2w] — U J; si ha | P9[— 19 c°s 6, - iç,Plq sen 9) | > C?P 
) 

pei una opportuna c stante positiva. 
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poichè l'equazione P0(X, — i a ) = 0 ha tutte 1© radici semplici, riesce 

DsP0(-iPn cos 8„,-«pÇ/98enei,)/(iS
 l— (-t) I ^ P 0 ( X , - i s e n 6) -•4=0 

? = — Ï C O S 0 

mentre 

A ( P ( - «p„ cos 6 f | l - t p j " sen 0 J f ) -P o ( - t P l l cosô t i ) - tp£ / g sen 6„))/p£ x — 0 

P(~ion cosô ( l , - i p S ^ s e n d J / p ï " ^ 0(1) 

e quiudi non si ha 

A P ( - M, - w) 
—«7 : r- — 0 per p -* -+- oo. 
P(— ts, — *<r) i r 

Ora A A e A P i sono al più 0(cP—*) per p— + o o , pertanto 
la condizione I P , |/pP-i—. -+- oc per p — •+ oo implica che A P i / P i — 0 , 
A A / P i — 0 per s ' -+- <r2 -+ -+- oo. 

Dunque la condizione A I / P — 0, BaPjP -+ 0 per s*-»-^-*-+-oo 
è équivalente alla condizione | P, | /pP—l — -h oo per p —* -+- OO e 
questa a sua volta è équivalente alla condizione BsPjP1 — 0, 
A P , / P , - 0 p e r s ! 4 - < r î ^ + oo. 

Pertanto P ( A - A ) è ipoellittico se e solo se P , (A> A ) è iP°" 
ellittico. Kagionando corne nel primo caso, si ha attualmente 

ci-pi^iAi^c-iPi 

per due opportune costanti positive C e C". Dunque P e Px sono 
egualmente forti. P , è la parte principale di P . 

Si osservi che se g è un divisore di p non esistono coppie r, t 
tali che p — 1 < r -f ptjq <_p e quindi in questo caso la condizione 
(8) diventa 

p | P0{ — cos 6, — * sen 6) | — -+-oo per p -* -+- oo 

e quindi P t A > A ) è ipoellittico se e solo se P„{—* cos 6. — sen 6)4=0 
per 0 ^ 6 < 2TT. 

III. - Nel terzo caso se n è la massima moltepliciià délie radici 
immagmurie pure delVequazione P0[k, — ia)—0, allora P(Bxi By) 
è ipoellittico se e solo se P-(BX, By) è ipoellittico. 

Cominciamo col pro^ are che : 
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Nel terzo caso, se 8,, j — 1, 2, ..., 2, sowo * valori di 6 j^er cui 
P0(— i cos 0, — i sen 6) = 0 e se Vequazione P0(X, — t sen Ô,) = O ha 
la radice X = — i cos 6, multipla di molteplicità n3, allora condizione 
necessaria e sufficiente affinchè P{BX, By) sia ipoellittico è che ad 
ogni 67 si possa associare un mtorno 13 taie che riesca 

«M 
P„ ( — tp cos 6, — ipPlq sen 6) | 

pp-n, 

j?er p — + o o , 6 e Jj e 

B.Pn^i—lS, — W) A P n , ( - lSt — *ff) 
( 9 a ) ~ P ^ ( ~ W f - ter) °' P ^ t - M , - f a ) "* ° 

per p _* H- oo, 9 e I3, j = 1, 2, .. , l (a). 
È 6,=(=0 e si puô supporre IA ( ) ^ = 0 Per h^=k; in [0,2^] — 

— U J, si ha | P0(— «p cos 6, — *pP/9 sen 6) | > cpp per una opportuna 

costante positiva c. Scriviamo 

A P « ? BH(P-Pn}) 

(10) 
A P p » , PP~M> p « , fp_M> 

P ~ P - A . 

pP~", PnJpP-n 

Poichè (P - P^l/pP"", = 0(1) e A ( P - Pn?)lpPrnj = o (1) per 
p — •+- oo, la (9i) e la prima délia (92) assicurano la prima délie 
(2) per 6 6 I3 ; analogamente la (9,) e la seconda dolle (98) assicurano 
la seconda délie (2) per 6 e I3. 

Cio prova la sufficienza di (9J e (92). 

Proviamo la nécessita. Se non vale (9t) per un j , allora fissato 

(5) Won ci preoccupiarao di assodare se tra la (9t) e le (92) v'è împli-
cazione. E immediato perô nconoscere che la (9j) non iraplica le (92) 

Per eserapio se P(— is, — n] = (s2 — a2)* H- *(S - o)(sz +- o2)3 +(58+02)3 

si ha p = q = H, H1 = TT/4, 9 2 = 3 H / 4 , ?3=5ir/4, 94=7TI:/4 e P0(X, — tsen9j)=0 
ha la radice iramaginaria — 1 cos H, di molteplicità 4. P4 SE P e si ha 
| JP I /p* > ps montre DSP(— is, — is)/P(— is, —-M) = Î - | - 3 / S (che non tende 
a zéro per | s \ —* -f- 00). 
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comunque piccolo I3 esistono una costante positiva L e due succès-
sioni | 8„ | e | pv | tali che 6V -^ 6~e 13% pv —• *- °c Ver c u i 

I P » j ( - *'pv cos 6V, - tpf'9 sen 6y) | /??""•? < L, v = 1, 2, ... 

Dividendo per o"? e passando al limite per v -_* n-oo si ottiene 

PQ(— I COS 6, — i sen 6) = 0 

onde 6 = e,. Poichè 

B"'P Bn
ssPJpP-"j H- Dpi P — P0)/pP -», 

P - p^/pp—j + tp — p^/pt»—, 

ed è 

DÎ'P 0 /pP-"j^ ( -» )" , _ ^ p o ( X , - i s e n ô ) 
X = — «cossâ 

D?'(P ~ P0)/pP-MJ = °( A (-̂  ~ Pn)lpP-no = 0(1), per p h oo ; 

P „ 7 ( - «pv cos Ôv, - tpf /g s e n 6V) / p p _ W y = 0(1) 

DÏ'Pti— «Pv cos 6V) — p p / g s e n 6V) 

Pv ' 

3« 
< - ^ ^ p ° ( * ' -* sen fU .=- tcosO, ~ ' 

non risulta soddisfatta la (1). 
Supponiamo allora soddisfatta la (9,) e non la prima délie (9,). 

Comunque piccolo si fissi Tintorno I3, per una certa j , esisteranno* 
una costante positiva s e due successioni I 8V t © I Pv I tali che 
6V ~ 6 = ô, e pv - * -+- oo, per cui 

p / « e | BsPnj(— pv cos 6V, — ipv
 tt s e n 6V) 

piq, Pn (— «Pv cos 6y, — *pv sen <H) 
> e, v = 1, 2, 

»/g Dalla (10) segue allora che D 4 P ( - *pv cosô v , — ipv *senô v ) /P( — 
— îp vcosô v . — ipv'9sen6v) non tende a y. ^ per v « oo e quindi 
non è soddisfatta la prima délie (2). 
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Analogo ragionamento se si suppone verificata la (9,) e non 
la seconda délie (92). 

Poniamo ora n = max (w,, ... , nt). Poichè il P„ relativo a P e 
il corrispondente relativo a P - coincidono. attraverso la condizione 
ora stabilita si ha che la ipoellitticità di P implica quella di P n 

•e viceversa. 
Corne nei casi précèdent! si ha poi 

C[P{<Z\P-\<,C\P\ 

per due opportune costanti positrve C e C". 
PTC(A- A ) s* dira- l a Pai*te principale di P(BX, By). 

2. Accenniamo ail* estensione dei risutati del n. 1. 

Sia 

P(B) = P(BXx, A „ . . , Bxj 

un polinomio differenzialc a coefficienti costanti. Sia p, l 'ordme 
massimo délia derivata pura in B.r che figura in P(B). Per fissare le 
idée sia p} ]>/>, > ... >pm. Possiamo limitarci a considerare il caso 

che per ogni termine ah h BT[...Bm che figura in P sia 
1 ' m m 

Pl Pi P,n~ 

Poniamo 

P0(D)= • i aKhB)\..Dh
x-

Pk(B)= S ahi h I)£...D>. 
i—*/Pi< 2{hjlpj)<i '« '« 

Se Pti—iSt, ..., —*sj=j=0 per s,, ..., sm reali e s,2-*- ... -hs\tl>0, 
-allora P(B) è ipoellittico. 

Se P^—tSi, ... — *s;_x, l, — ts 7 + 1 , ..., — isJ — 0 ha délie ra
dici immaginarie pure e, al variare di j , Voidme massimo di mol
teplicità di esse è n, allora P[B) è ipoellittico se e solo se lo è P„(B). 

P e PQ nel primo caso, P e Pn nel secondo, sono egualmente 
forti P 0 nel primo caso, e P- nel secondo, è la parte principale di P . 
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3. I n certe quest ioni intéressa ofctenere valutazioni as intot iche 
délie radici , e délie part i real i di queste, délie equaz iom 

(11) 2 a r t( - faJ 'A'= 0, S a„(—*«)>* = 0 
r+ptjq<p r+pt(q<p 

Cousideriamo ad esempio la pr ima délie (11) per c > 0 (aualoghe 
considerazioni si possono l'are per <r < 0 e per la seconda). 

I. - Se P0(— is, —*(T)= |=0 per s* •+- ff2 > 0, al lora le radic i di 
Pç>{\ — is)=iO sono 

con P0{3Cj. — «) = 0, âReiXj ^ 0 oppure S U o ^ O ; perciô le rad ic i 
dél ia prima délie (11) sono 

X; _= a,ff<i/P -+- o(ffq'P) per ff - * -h oo. 

I I - Se P[BX, By) è ipoellittico e P0(a, — ¢) = 0 ha radici ini-
m a g m a r i e pure ma tutte semplici, al lora l ' equazione 

A(X, - «*) = P0(X, — t<r) -H S a„(— wj'A* = 0 
JO—\<r+pt\q<p 

non ha radici immagina r i e pure per a sufficientemente g r a n d e . 
I valori che puô assumere r-t- ptlq sotto la coudîzione p— 1 < 

< r -+- pt/q <p sono un numéro finito di numer i r a z i o n a h plf 

pt, ., pi e non è accettabile ne r == 0, ne £ = 0 , sc i iv iamo perciô 

z 
A(X, — la) = P0(X, — ta) H- S *£ »„(— *ff)'X' 

e suppponiamo che sia px > pj, > .. > / > , . 
Posto A = u.ts<ilp, ¢7= 1/T, l ' equazione P,(X, — *<r) =r 0 di venta 

r > i , i ^ l 

e questa per T > 0 sufficientemente piccolo non ha radic i imma
ginar ie pure . 

Sia y una radicie immagina r i a pura di Pf{\t-, — i) = 0. 
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Non puô essere 

S att[— i|eor = 0 per j = 1 , 2 , . . , 1 
r+P*/9-p7 
r>\, «5:1 

perché altrimenti sarebbe P ^ a d ^ — tar) = 0 per ogni c > 0 mentre 
| Px(— is. — iff) | —*- •+- oo per s9 -+- ff2 — -h oo. 

Supponiamo che sia 

(12) S CM(— flV = 0 per j = 1, 2, ..., k — 1, 

r>i, «>i 

(13) S o.,(—fK4=0. 
r+ptlq=pk 

r>l, *>n 

Poniamo 

. = a -+- c^P -*- CST2'P -+- . . 

Tra i coefficienti ck ve n'è certamente uno. sia cmk, taie che 
ÊR«cA='0 per h<mk, fàeCm^O e q > w A , perché la ipoellitticità 
di P i ( A > A ) implica che | SU X | -* -t- oo per | * | -* -H oo. 

Detta X la radice délia prima délie (il) corrispondente alla ra
dice immaginaria semplice a di PJt*» — *) = 0> riesce, per <T-^H-OO, 

X = a,"" -H 0(</"P), « . X = 0 (.'«—*>»). 

III. - Supponiamo infine che P0(a, — ¢) = 0 abbia anche radici 
immaginarie pure multiple e sia n il massimo ordine di moltepli
cità délie radici immaginarie pure di P0(X, — ia) = 0. Allora 

Pn^ -*<0 = po(^ - W) +• a -' s < M - ^i'*r = o 
7=1 r+ptlq=pj 

non ha radici immaginarie pure per <x sufficientemente grande. 
Procedendo corne prima, se a è una radice immaginaria pura di 
molteplicità n di P0(a, — i) = 0, supposto che si verifichino le (12)1 

e (13) (ove ora i p3 sono sottoposti.alla limitazione p — n<ps<Cp) 
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si ottiene per la radice X di P(À, —ia) = 0, corrispondente alla 
radice a di P0(a, — i) = 0. e per u -+ + tx> la valutazione 

X = ocff9/P -H o(<7î/P), SU X = 0(aiq~m^)!p) 

per un certo mKn (per cui certamente g > mkn). 

4, Se l'operatore P 0 ( A , A ) è ipoellittico, le soluzioni di 
P 0 (A» By)u-0 e di P ( A » A ) = 0 appartengono a una certa classe 
di GEVHEY, sia G7, p. 

Se PW(X, — i<s) = 0 ha radici immaginarie pure ma P ( A , A ) è 

ipoellittico, allora le soluzioni di P ( A J By)n = 0 risultano apparte-
nere a una classe G-• •* con a > a , p;>p. Ciô si riconosce con ra-
gionamenti analoghi a quelli indicati in altra Nota (6) se si sup-
pone che P(— is, — ia) si annulli al più per s = <r=0. Precisamente : 

Se V equazione P(— is, u) = 0 ha le radici |A;, tali che \t-h{s) = 

= 0(s*f>), 0U (̂ A(S) = 0(s^k) per s — -+ oo e u(s) = 0( | s f * ) , SU \*-k(s)= 
3' 

= 0\ | s | A) per s - * — oo e ï' equazione P(k, — ta) = 0 Tia Ze radtc* 

Xft Êatë cJte Xft(<r) = 0(<rY*), &elk(G)=0(aSk)pere-+ -+-ooeX4(<r) = 0( | a |T'*), 

âUXft(<r) = O u ff | A) per cr _+ — oo, Ze soluzioni di P ( A J A * M = 0 

appartengono a G-^ „ cow 

/ 1 1 T, ï'A s / 1 l a , a',\ 

* =
h . r^ te ' p7-*' «r- ri* p =>x*<\v «v P p'J 

Per esempio, le soluzioni di (B4
X •+- D%)t* ;= 0 appartengono a 

(3^,4/3. L'operatore B*x •+• iB*v -+- Bt
xBy è ipoellittico (per esso è 

p = 4, q = 3, p — 1 < 2 H- 4/3 < p ; X4 -+- *(— ts)3 = 0 ha radici im
maginarie pure semplici ed è | p4(cos4 ô — sen3 0) -+- ipa+i/3 cos2 Ô 
sen 6 |/p3—- -i-oo). Le radici di X4—taX* — <T*=0 sono 0('ffj8/4) per |ff| — 
-t-oo mentre le loro parti reali per c — — oo sono 0( | o |3M) e per 
<r — -+- oo due sono 0(<r8 4) e due sono 0 ( ( ^ ) . Le radici di i\i.*— 
— s2\/. -+- s4 = 0 sono 0( | s |4/8) per [ s [ — -h oo mentre délie loro 

(6) B. PINI, Sulla classe dt Gevrey délie solueione dt certe equastoni, 
ipoelhttiche, Boll. U. M. L, 18 (1963). 
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parti reali due sono 0( | s |*'3) e una è 0( \ s \v5) per | s | — -4- oo. 
Pertanto le soluzioni di (B\-hiB3

v-hBl
TBy)u~0 appartengono a 6r8f4. 

È da osservare esplicitamente che i ragionamenti cui si è accen-
nato permettono di attribuire le soluzioni di P(BX, By)u = 0 a una 
certa classe di G E V R E Y per l'operatore scritto in quel particolare 
modo Per determinare gli indici minimi délia classe di G E V R E Y 
occorrerà eseguire una sostituzione lineare reale propria délie va-
riabili e studiare l'eventuaie variazione degh indici al vanare 
deila sostituzione. 

, Per esempio, sia P{DX, By) = ( A -+- aBy)
z -+- 6 A -+- cBy con a, 

6, c reali e c^=ab. 

Con la sostituzione E = %x -+~ (3Î/, n = yx -f- ly (a, B, y, S reali e 
aS — 6y.=j=0) taie operatore diventa 

P'(A, A ) = ((* -+• «?)A + ( r + «8)A)f •+• *6* -+- cWA + (&Y •+• c$)A * 

Se a f -ap4=0, l'equazione 

[(a + a6)X — ta(T H- al)]2 •+- (o a +- cp)X — *j(oy -4- c5) = 0 

ha due radici del tipo X = i c + h\s I1'* con SU/i=}=0, mentre 
OC -f- Gtp 

se y 4-a§4=0 1'equazione 

[(y •+• a % — fas(a -t- aB)]* -+- (by -+- c % — is(boi + c6) = 0 

a -4- aS 
ha due radici del tipo p=i ^ s - t - f c^ l 1 ' 2 con #U&={=0. 

Perciô se «H-aS^O, y+aS^O, le soluzioni di P ' ( A , Bti)u=Q appar
tengono a G2, 2- Ma se si scelgono a, (3, y, 8 in modo che sia y + aS=0, 
allora per la prima equazione si ha X — 0( \ a |*'s) = SUX e per la 
seconda u = 0(s ) = SU ^ e allora le soluzioni appartengono a Glt 2 . 


