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Suli’andamento delle somme parziali delle serie di potenze
con integrale assolutamente convergente.

Nota di FoLvia SkorF (a Milano) (¥) (**)

Sunto. - In questa Nota s1 prendono in esame le serie di poiemze avenii
wmtegrale assolutamente convergente per |z|<1, e che si maniengono
limetate su un insieme di raggr del cerchio stesso; seguendo Uordine di
tdee di L, FEJER si do una maggiorazione del modulo della somma
parziale all’estremo dr un tale raggio. L’espressione maggioraie viene
analizzata n base a ipotesi sullandamento della s 1 Jdet duls
det coefficients.

1. Intreoduzione.

o
Sia f(2)= 2 a,#* convergente per | 2| <1 e poniamo
0

re=3ae  Fa=[rou=3g%
(1)

Fissiamo Pattenzione sulle seguenti classi:

(&) & la classe delle serie f(z) il cui integrale F(z) & assolu-

o0}
tamente convergente per |z| <1, ciod X|a,|/(k+ 1) convergente;
°

(M) & la classe delle f(2) aventi modulo medio limitato, cioe

2n
1
é;f|f('re'°)|d0§K(f) per 0<r<l1;
4]

(@) & 1a classe delle f(g) per 1e quali esiste finito il limite radiale
1.1 lim f(rei®) = g(8) = g(f; 9)
Po—o-Loe
(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. 1. il 13 settembre 1983.

(**) Lavoro eseguito nell'ambito del gruppo di ricerea K. 40 (1983-'63)
del Comitato nazionale per la Matematica del C. N.R.
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uniformemente rispetto a 6, 0 <6 < 2x. [g(0) risulta funzione con-
tinua del’argomento 6. Convenendo di porre f(e®) = g(0), f(2) risulta
continua per |z| < 1; inversamente, se f(z) d continua, con quella
convenzione, per |z| <1, allora vale (L.1)].

B noto che (M,) C (&,) (G- H. Harpy - J. E. LirrLEwooD, [3],
p. 208).

Sono noti anche i seguenti risultati:

1°) Esistono f(2) € (@) le cui serie divergono in insiemi ovun-
que densi su |z| =1 (L. FEIER, {2]).

2°) Fissata ¢(f), con q;(‘t)-—— + oo per ! — + oo (lentamente
quanto si vuole) esistono f(2) € (@) tali che sia

a
la,| < Uk)k,  Za, divergente

[}

(P. Turan, [10]).

39) D’altronde un risultato classico assicura che
[o 0]

f(r) — A finito e ka, > —C => Za,= A
]

(A. TauBER; G. H. HarDpY - J. E. LiTrLEWOOD [4]).
4% fz)e(@)=> |f.(1)|=o(logn) (L. FETER - E. C. TITCHMARSH (')).
59) (o) & (M) =>1,() | <(2 cos i) - Koo ZnK(f) (B,
EeERVARY [1])
”
6°) f(r) = 0(1), X ka,= O(n)=> f,(1)= 0(1) (O. Szasz, [8]).
0
In questa Nota si prendono in esame le serie f(2) € (&,) che si
mantengono limitate lungo qualche raggio (0, e) del cerchio

unita, per dare una maggiorazione del modulo della somma par-
ziale all’estremo di un tale raggio.

2. I risultati.

Si perviene ai risultati seguenti:

TrorEMA 1. - Sia © un wmsieme di valori 6 (0 < 6 < 2x) tal: che

o]
in ciascuno dei ragge (0, e9) f(z) = X axz< sv manienga limitata in
(]

(!) S1 veda E. C. TircuMaRsH (9] p. 418.
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modulo, e sia K(9) tale che
| fres®) | < K(6) per 0 <r <1
Allora da f1z) € (&l,) segue
” [s o]
[ fe®) | <2K(0)+{2k|a,|- 2 |a,l|/kipe
0 ”n+1

per n > n, = ny(f) (indipendenie da 6 € ©).

Denotiamo con (&,, ¢) la classe delle serie f(2) tali che f(2) e (&,),
ta, | < Y(k)k.

Come conseguenzaimmediata del Teorema I otteniamo il seguente:

TeorREMA II. - Sia {(t) > 0 definita per t = 0 e per essa valgano
le seguenti proprieta :

nt1 +00
@ 2um=0 ( [uwar) o), £ 4oy = 0 (” Jweena).
Sia © un imsieme contenuto in 0 <0 < 2. Da
fe)e (@, 4,  |fre®)| <K@ per 60, 0<r<l
segue

[ fale®) | < 2K(8) + c¥(n) per n=mny(Y)

dove ¢ =c(}}) e

n+1 0

Esistono evidentemente funzioni {(¢)>> 0 continue, che verificano
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le due condizioni (a) e (b). Classi di tali funzioni sono le seguenti:
12) Y(¢) monotona per >,
2%) Y(t)/t — 0 +, Y(f)/¢ monotona per &= i,
3%) () a rapporto incrementale limitato per >,
4%) {(¢) a rapporto incrementale vincolato nel modo seguente:

Esistano tre numeri positivi ¢,, H, & tali che si verifichi la
seguente proprieta: in ogni intervallo k—12<¢t<k+1/2 (k
intero > #,) esiste un punto #; di massimo assoluto di () per il
quale & verificata la condizione

o) — Wtk ) = — Ho [t —tk| - $(tk)
in uno almeno dei due intervalli
th —S<t<ik, th <t <<le+3.

B evidente che la classe 4% comprende come casi particolari
tutte le precedenti. Alcuni semplici esempi sono dati dalle seguenti
funzioni: logt.sen®* ¢t (k> 0), logt-sen™¢ (0 < 1)~ +o0), logt-
«sen® Vi (k> 0), logt.sen®(logt) (k> 0), (Vi/logt)sen®*t (k> 0).

5% Uit) «lentsmente oscillante», ciod §(f) fornita delia seguente
proprieta: per ogni ¢ - 0 & Y(ct) ~ () quando f.— + oco.
Vale il segvente

TeorEMA III. — Nel Teorema II in luogo dv ¥(n) si pud sosti-
tuire Yin) tulte le volle che {(t)> O verifica le ire seguenti condizions

(¢} 4(f) dersvabile, }'(t)=>0
(@) UE)t monotona, Yit)/t — 0 + per ¢ — + oo

o0
@ [ Ha=o(12).
In queste ipotesi & ¥(n) = 4(n).

OsSERVAZIONI. 1), - Da (d) seguono (a) e (b); invece (¢) non &
conseguenza di (c) e (d), come lo mostra il seguente esempio: Si
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consideri la successione di coppie di numeri positivi (¢,, T)

h<T<t<T,<.<l, <T,<..
con

tl = 1, tn+l = 6(1 + 11”)?tn ? Tn = etu!
e la funzione () cosl definita

Yt)y=t/n* per tel,=(,<t<T,)

"P(t) = Tn/”2 = etn/ln" per Tn S— t < tn+l ’
salvo lievi alterazion1 nei punti angolosi che assicurino,la deriva-
bilita di ¢(f) per ogni i.

Si vede subito che (c) e (d) sono verificate. Per quanto riguarda
(¢) supponiamo che sia #,—. <@ <#,: risulta

‘W)dt>2 fq’(t)dt_}.‘. Ttdt—-

—_ "Ev 17’ _>_j du—Z=
Yax)e < Y(Ey—1)/ty—1 = 1/(v—1)*

e la condizione (¢) non & verificata.

2) 11 passaggio da ¥(n) a {(n) contemplato nel Teorema III
non & sempre possjbile, quando s lasci cadere qualcuna delle
condizioni ivi segnalate. Sussiste la seguente proprieta:

Se Y(t) verifica (c) e (d) ma non (e), allora ¥in) e Y(n) non hanno
lo stesso ordime di gramdezza per n — -+ oo.

Infatti, nelle ipotesi (¢) e (d) si ha [ Yt)dt = xd(x), $n +1)co
co¢(n), e quindi

W) = | myln) 12 f %&9 "

dal fatto che non vgle (e) segue 1'asserto.
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In proposito vale il seguente

TeorEMA IV. - Esistono funzioni U(t) > 0 continue per le quali
valgono le proprizta (c) e (d) (e quindi (a) e (b)) e risulia

= lim W(/(t) < Hm Y(H/4(t) = + oo

dove
t+1

W(t):’ ;[ d(u)du tj ‘P—:‘?du {1/2.

Sussiste anche il seguente

TeEoREMA V. - Nel Teorema II wn luogo di ¥(n) si pud sostiluire
Y(n) tutte le volte che Y(t) > 0 & una funzione « lentamente oscillante .
Risulta in questo caso, ¥(n)co §(n).

Si osservi che la classe § delle funzioni {(f) che verificano
(c)(d)e) e la classe £ delle funzioni «lentamente oscillanti» non
Sono una contenufa nell’altra.

Infatti, ad esempio, $(f) =12 (0 <3 <1)e & e non ad £; Y({) =
=1 + sen?(r log log ) Vlogxz € £ ma non ad J.

3. Dimostrazione dei Teoremi I o II.

Osserviamo preliminarmeénte:

©
a) Se f(z) e (4,), allora T |a,|/k converge e quindi F(z) con-
1
verge uniformemente per |z| << 1. In particolare, | a, |/k~—0.

b) Poniamo
fle)=u(r, 8) +iv(r, 8), F(z)= Ulr, 0)+iV(r, ) (2=re®).
Se per 0 <7 <1 & |f(re®)| < K(8), sussiste la seguente catena

di disuguaglianze

[u(r, 0)| < K(%)

e SEO=>, o, 1< x0)

}=> | flre®) | < K(8) Ve.
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Risulta inolfre
| F(e*) — F(re®)| < 2K(6)(1 — 7).

Infatti, essendo U,'(r, 0) =wu(r, 0) V /(r, 6)=wv(r, 0), si ha

| F(e0) — F(re®®) | = || U1, 0)— U(r, 0)| + it V(1,0)— V(r, 6)} | =
= (1 — 1) | ulmyr, 6)+ iv(n,r, 6)| 0<n <)
< ZK(6)(1 — 7).
elo
c) Posto {=1re", si consideri f f(z)dz lungo il raggio; dalla
b) segue

e1d

[ f(z)dz
4

Per dimostrare il Teorema I, cominciamo col considerare l’e-
spressione

=| F(e%) — F() | < 2K(O)(1 — r).

" 1 — phti
Za, i e'ﬂk' 0<r<l1, 6¢0)
- =
n|' oo ©
Essendo [2{<|Y|+| 3 |, si ha (per la b))
[] 0 n41
LI R 23 © g [
0k — LTk
:A‘lab T ek | << 2K(6)(1 'r')+”§1 A
da cui segue
Yool r4 . L a|
I T T T etk et 2
%.ak %+ 1 e' < ZK(O) + E A ’

s, tenendo conto della relazione

[A+r+ .+ k+1)—1]| <l — rk
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che & valida per 0 <r <1, =1 (*), si ha anche

1 +r+..+7rk | »
Wy o PV TV ek 8) | < (1 — .
'o‘ak k+1 et fn(e')|=(1 T)%klakl

pertanto

" 1l r4 .

|Fe) | S B % |+ (L =) Dkl al,
da cui
1 Fla >

[ fule®) | < 2K(8) + 71— 2 %+ \L—r)3k|a,].

n+1 0
Assumiamo ors r=r,, con
a 1/2
ro=1-] 3 /510, (0 2 i)

Per a), risulta r, — 1 — per n — + co. Si ottiene quindi

n o] 1/2
o) | < 2KO) + | Skl ayl- Xkl o 2nif)

e il Meorema I risulta dimostrato.
II Teorema II & corollario del Teorema I.

4. Classi di funzioni }(f) > 0 continme che verificano le ipo-
tesi del Teorema I1I.

Ci posslamo limitare a dimostrare che le proprieta (a) e (b) del
Teorema II Sono verificate ‘per Te classi 4*) e 5%) del n. 2, poiché
le rnlassi 1%), 2%), 8% rientrano come casi particolari nella 4%) (e
d’altronde la verifica diretta & molto semplice).

(2) E Lanpavu [6], p. 57.
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CLaASSE 4%). - Si pud supporre 3 abbastanza piccolo da avere
0<<8d <12, H3 <1,

A seconda che la condizione per il rapporto incrementale sia
verificata in £ <{ <t + 93 oppure 1n Ik —3 <tk (B> 4, si
vede subito che risulta

th+s A
f Y(E)dt > 8(1 — HE[2)}(tX) oppure [ Y(Eydt = (1 — HE[2)Y(tk ),

ty tl’;—&

e quindi, tenendo conto che k—1<tk —3<tki+3<k+1 e
Y(t% ) = Uk) si pud garantire che

k-1
f+(t}dt = 3(1 — H/2)y(tk 1= 3(1 — H3/2)(k).
k—1
Ne segue
k—+1
(4.) Wy < C- | unat
k—1

dove C = C(H, 8) = |3(1 — H3/2){~*! (indiperidente da k).
Sia # > ;. Risulta (tenendo conto di (4.1)):

n+41 n+41
< Ait)+C f Yb\dE = o( / .q;(t)dt)

e la proprietd (a) & verificata.
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Da (4.1) si deduce

(k) _ f .. 4)(t) H<C (k+ 1) k+x‘l’t(_f) at,

2 _k'
k=1
e quindi
k+
2P0, () als
< o3y [ e —of [40)

e risulta valida anche la proprieta (b).

CrassE 5%). - Le funzioni L(x) «lentamente oscillanti» verifi-
cano, tra altre notevoli proprietd, le seguenti (*), delle quali alcune

garantiscono la validith di (a) e (b), altre saranno utili nel seguito
@ 7).

Diciamo £ la classe di tali funzioni.

(@) Lx) e £ <=> / ‘}l(u)du coxl(x); L(x)>0 per x> x(L)

®) L(m)e£=>k§ kr—1L(k)eo u‘f—lL(u)duN?L(n) per. ogni >0
=1 i

oo}

) Lx)e £=>k2 k-1 L(k)e> Ju-"-lL(u)dm\:ﬁ;—T L(n) per ogni ©>0

@) L(x)e £ => L,(x)‘zf I—J;i)du e f.

(3) Per queste ed altre proprieta di tali funzioni, si veda: G. Ricci
[7], 299-802; G. H. HarpY - W. W ROGOSINSEI [5].
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Le proprietd (a) e (b) seguono da (§) e (y) rispetfivamente,
quando si sia posto in queste v =1.

R. Dimostrazione del! Teorema IlI.

Incominciamo col provare che, nelle ipotesi del teorema, risulta
1 ° ° $
G ey [unar<s ¥,
1 ®

Tenendo conto delle condizioni (¢) e (d), si prova facilmente
che vale la relazione

% 4@ < [ Wit < wia)

0.

ed & garantita la parte a sinistra di (5.1).
Dimostriamo la validitd della relazione

W) =< "%’ dt.

Per le ipotesi sull’esistenza e sul segno della derivata {'(¢), che
in virtih d1 (¢) e (d) & continua per ogni > 0, si ha

o _ f D d’(t))dt_ W)dt [ “’(t)dt < j ﬂt—)dt

o dalla (¢) segue l’asserto,
(6.1) risulta pertanto dimostrata. Ne segue

¥(n) <)(n + 1)}n+1) . %”) illz

da cui, ricordando che per (c) e (d) éll S Y+ DY) < (n + 1)n
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e quindi $(® + 1) co y(n) per n — + oo, si ottiene
W(n) = 4(n).

I1 teorema III risulta dimostrato.

6. Costruzione di una {(f) che reunde valido il Teorema IV.

Osserviamo preliminarmente che nelle ipotesi del teorema risulta
valida la parte a sinistra in (5.1), e pertanto confrontare l’ordine

di grandezza delle funzioni ¥(¢) e U(#) equivale a confrontare quello
delle funzioni

J(t)=f Hg,, ¥,
t

siamo quindi condotti a studiare ’andamento del rapporto
3
oty = J(b) : "L‘t—)

Consideriamo la funzione ¢(f) cosl definita:

YO =Yw) per o <I<B,

V) = $B)/By 1t per B, <i<a,,

dove le successioni {«,}, |B,] (h=1,2,3,..) verificano le proprieta
8 o, < B < oyy < By
i) Byfoy, — + o0;
“idi) % ga/By — + 00}
1) (o/8;) log (¢ 42/%) — 0 +, per b — -+ oo,

Con lievi alterazioni nei punii angolosi t=«,, t=2§, (h=1,
2, 8,..) si pud fare in modo che sia garantita la derivabilith per
ogni ¢ Le condizioni (¢) e (d) sono verificate.
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Dato che le alterazioni si possono ritemere trascurabili, noi
continueremo a considerare () cosl come & stata definita sopra.
Poniamo

"y e

U,

I, =j ,iz du, I =[ W du.
t

Tenendo conto delle condizioni 2)-iv), si ha
I, = ) 1 /o, + (log (o4 /Br) — D/By |
e, posto 7, = («,/B,) | log (%, ,,/B;) — 11, risulta
(6.1) Iy ={¥o)oq 1 (L +m),  m—0 per h— oo,
PO 2t (ft + ) per o, <t B,
6.2) I =

P W) Byt log (240/t) > B <ty

Ne segue

8

JO=Lt+ S L=Lbh+ 2 |§e)e, (L+n):
r=h+1 r=kt1

essendo $(x, ) %, =14 () e, |- /B, posto n,'= Sup =»,, si ottiene
r&h41

J(t)_I,(t)+‘l’( ’**‘)(14— e (@;.)r

=0

da cui, per k== hy(Y)
63) JO=LO+ 0 +n) Yxp)fopy, @70 per h—o0).

Valutiamo il rapporto p(#), distinguendo i due casi:
1) o, <$<B§,. Per (6.1) e (6.3), si ha

$(%as1)

LIS

$(=y) (= (

‘t)—ql(t) )+(1 + 7 )

_.q'_(“hz — ah"'l_ ” +(¢h l). M
—w)%“m(“g B 1)!“‘*”*’ ety
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ed essendo Y(f) = $fo,) = Y(B,)

h+l_1

t " ¢
p(t):1+p—k log B, p(l"""‘k)_l'*'p log B

Per ¢ — + oo lungo gli intervalli a, <t < B, risuita
6.4) lim p(f) = 1, lim p(f) = + oo.
2) B, <t <L . Risulta, per (6.2) e (6.3),

kll((l.) &« 1 " “l’(au-l-l)
"“’_w) T, g ) T

ed essendo Y(x,) = U(B,):
p®) = 10g (xypa/f) + 1 + 0,

Per - oo lungo questi intervalli g, <t < = e risulta ancora
valida (6.4).

I1 teorema & cosl dimostrato.

Coppie di successioni | oy i, {841 che verificano le proprieta
9)-tv) sono, per esempio: «, = h*, B, =h"log®h; «, = h*, B, =+
+ 1)"*log*h; «, =h*, B, = («,,a,m)x/z = W' (h + 1)A+0r,

7. Dimostrazione del Teorema V.
Per le proprieta () e (y) delle funzioni «lentamente oscillanti»
riportate nel n. 4, risulta

Y(®) o | Y m)i(n + 1) 122,

Basta ora provare che {(n + 1) {(n): anzi, risultera Ym+1)co

<o Y(n).
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Ricordando la (8), si ha:

tl+1 n+1
(n + Dtn + 1) o [ Ut Né‘ (k) =

1
=é (k) + Y + 1) co j WDt + n 1 1)

da cui segue

nY(m + 1) co j Yyt :

da questa e dalla (x) si deduce che Y(n + 1)coy(n). S1 conclude
che ¥(n)cod(n), e il teorema & dimostrato.
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