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Sull'andamento délie somme parziali délie série di potenze 
con intégrale assolntamente convergente. 

Nota di F U L V I A SKOF (a Milano) (*) (**) 

Sunto. - In questa Nota si prendono in esame le série di poten&e aventi 
intégrale assolutamente convergente per | z | ^ l , e che si mantengono 
hmttate su un msieme di raggi del cerchw stesso; seguendo Vordine di 
idée dt L. F E J É R SI dà una maggiorasione del modulo délia somma 
parsiale alVestremo di un taie raggw. L'espressione maggiora*\ie vtene 
anahesata m base a ipotesi sulVandamento délia suecessionr dei moduh 
dei coefficienti. 

1. Introduzione . 

oo 
Sia f(z) = 2 akz

k convergente per | z | < 1 e poniamo 
0 

a 

fn(z) = S akz\ F{») = j f(t)dt = 1 ^ •»+». 

Fiesiamo l'attenzione sulle seguenti classi: 

(dj) è la classe délie Berie f(z) il cui intégrale F(z) è assolu-
00 

tamente convergente per | z | ̂  1, cioè 2 | ak \ftk -+- 1) convergente ; 

(if,) è la classe délie f(z) aventi modulo medio limitato, cioè 

27T 

^f\f{r**)\&*<K{f) Per 0 ^ r < l ; 

(<£) è la classe délie f{z) per le qnali esiste finito il limita radiale 

(1.1) l im f{r0) = gP) = g{f; 6) 
» - i * -

(*) Pervenuta alla SegreUria d«irU.M.I. il 13 settombro 1©S3. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del gruppo di ricerea F . 40 (19Ô8-'63) 

del Comitato nazionale per la Matematica del C. JN.B. 
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uniformemente rispetto a 6, 0 ^ 6 < 2ir. [</(6) risulta funzione con­
tinua deU'argomento ô. Convenendo di porre f(e1®) = flf(ô), f(z) risulta 
continua per | z | ^ 1 ; inversamente, se f(z) è continua, con quella 
convenzione, per | z | ^ 1, allora vale ( l . l )] . 

È noto che {Mx) Ç (&J (G. H. H A R D Y - J, E. LITTLEWOOD, [3], 

p. 208). 
Sono noti anche i seguenti risultati : 

1°) Esistono f(z) e (<2) le cui série divergono in insiemi ovun-
que densi su ] z \ — 1 (L. F E J E R , [2J). 

2°) Fissata ty(t), con ty(t) ^ + oo per t — -+- oo (lentamente 
quanto si vuole) esistono f(z) e (<2) tali che sia 

oo 

I ak I ^L 'Mfc)/fc> 2 ak divergente 

0 

(P. TTJRAN, [10]). 

3°) D'altronde un risultato classico assicura che 

f(r) — A f inito e hak > — C => Zak = A 

(A. T A U B E R ; G-. H. H A R D Y - J. E. LITTLEWOOD [4]). 

4°) f(z)e{®)^> | f M ( l ) |=o( logn)(L.FEJÉR-E. C. TITCHMARSH (1)). 

5°) f(z) e {M,) => | fn(l) | ^ ( 2 cos ^ - ^ ) • K(f) oo - nK(f) (E. 
E G E R V A R Y [1]) 

6°) f(r) = 0(1), S kak = 0(n) => fB(l) = 0(1) (O. SZASZ, [8]). 

In questa Nota si prendono in esame le série f(z) e (€LX) che si 
mantengono limitate lungo qualche raggio (0, e*e) del cerchio 
imita, per dare una maggiorazione del modulo délia somma par-
ziale airestremo di un taie raggio. 

2. I r isul tat i . 

Si perviene ai risultati seguenti: 

TEOREMA I. - Sia 0 un tnsteme di valori 6 (0 ^ 6 < 2«) tali che 
00 

in ciascuno dei raggi (0? e*®) f(z) = S a ^ st mantenga Umitata in 

(i) Si veda E. C. TITCHMARSH [9] p. 418. 
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modulo, e sia K(Q) taie che 

\f(r#*)\^K(B) per 0 ^ r < l . 

Allora da î{z) 6 (flj segue 

| fn(e«) | ̂  2K{*) -+- | S k\ a& | • S | aA |/fe |»'« 
0 W + l 

per n ^ n0 = n0(f) (indipendente da 8 s 0). 

Denotiamo con (di, +) la classe délie série f(z) tali che f(z) e (flLJ, 

Corne conseguenza immediata del Teorema I otteniamo il seguente: 

TEOREMA II. - Sia +(t)> 0 definita per t ^ O eper essa valgano 
le seguenti proprietà: 

(a) £ +(*)= o ( /+(*)#) (6) J S a,(fc)/fcf = of /"(+(*)/*•)«)-

Sia 0 M» insieme contenuto in 0 ̂  6 < 2TT. Da 

f(e) e (0 , , +), | flre*) | ̂  2̂ 7(0) per 6 e 0, 0 < r < l 

seg^e 

| fn(e'e) | ^ 2£(6) + c<F(w) per n^n0(ty) 

dove c = c(<|>) e 
n+i +oo 

i n 

Esistono evidentemente funzioni ^(i)>0 continue, che verificano 
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le due condizioni (a) e (6). Classi di tali funzioni sono le seguenti; 

la) ty(t) monotona per t > £0 

2a) ty(t)jt - ^ 0 + - , ty(t)/t monotona per t ;> t0 

3a) ty(t) a rapporto incrémentale limitato per t ^ t0 

4a) ty(t) a rapporto incrémentale vincolato nel modo seguente : 

Esistano tre numeri positivi £„, H, S tali che si verifichi la 
seguente proprietà: in ogni intervallo k — 1/2 ̂  t ̂ k -+- 1/2 (& 
intero > £0) esiste un punto t% di massimo assoluto di <\>{t) per il 
quale è verificata la condizione 

+(*) - +(« ) ^ - A • | * — « I • +(**) 

in uno almeno dei due înterralli 

È évidente che la classe 4a) comprende corne casi particolari 
tutte le precedenti. Alcuni semplici esempi sono dati dalle seguenti 
funzioni: log t • son" t (fe>0), logt • senT<*>t (0<TKÎ) ~*•-t-oo), logf • 
• sen" V ï (fc>0), log*.sen îfc(log*) (k > 0), (V */log*)sens** (fc>0). 

5*) ù[t) « lentamente oscillante », cioè <\>(t) fornita délia seguente 
proprietà: per ogni c ^ O è ty(ct) co ${t) quando £~--t-oo. 

Yale il seguente 

TEOREMA III. - Nel Teorema II in luogo dt ^(n) si pub sosti-
luire 4>(n) tutte le volte che <Kt)> 0 tierifica le tre seguenti condizioni • 

(c) tyt) derivabile, f ( J ) ^ 0 

(d) ty[t)\t monotona, ty[t)lt—+ 0 + per £ —--+-oo 

w/l«.-o(M). 

I» queste ipotesi è V(n) ,=: 0/(n). 

OSSERVAZIONI. 1). - Da (d) seguono (a) e (6); invece (e) non è 
conseguenza di (c) e (d), corne lo mostra il seguente esempio: Si 
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consideri la successione di coppie di numeri positivi (tni Tn) 

t1<cTl<tt<Tt< ... < tn < Tn < ... 

con 

tx = 1, t B + l = e(l + lm)Hn, Tn = etn, 

e la funzione ty(t) cosl definita 

<M*) = «/n» per t e In^ (tn^t < Tj 

+(*) = TJn* = etjn* per TB ^ * < tn+x, 

salvo lievi alterazioni nei punti angolosi che assicurino, la deriva-
bilità di ty(t) per ogni *. 

Si vede subito che (c) e (d) sono verificate. Per quanto riguarda 
(e) supponiamo che sia tv—i<Lx^tv: risulta 

/f^.ï,/f-.i. />= 

»^v n2 — J u* v 
V 

+(*)/* ̂  +(*v-i)/*^i=i/(v - ir 

e la condizione (e) non è verificata. 

2) Il pnssaggio da W(n) a +(») contemplato nel Teorema I I I 
non è sempre possjbile, quando si lasci câdere qualcuna delle 
condizioni ivi segnalate. Sussiste la seguente proprietà: 

Se (|»(t) verifica (c) e (d) ma non (e), allora ¥\n) e +(11) non fcawwo 
Zo aiesso ordine di grandezza per n —- -+- 00. 

X 

Infatti, nelle ipotesi (c) e (d) si ha jty(t)dt ;=; 0^(0:), +(n -+- 1) 00 
oo^(w), e quindi x 

v(n) 5¾ l »<p(*) i1/21 f ^ r * r * ; 
n 

dal fatto che non va l̂e (e) segue l'asserto. 
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In proposito vale il seguente 

TEOREMA IV. - Esistono funzioni J/(t) > 0 continue per le quali 
valgono le proprietà (c) e (d) (e quindi (a) e (b)) e ris&lta 

1 = lim V(t)/ty{t) < ïïm W(t)IW) = + oo 

âove 
t+l 00 

Sussiste anche il seguente 

TEOREMA Y. - Nel Teorema I I tn luogo di ^(n) si pub soshtuire 
û(n) tutte le volte che ty(t) > 0 è una funzione « lentamente oscillante*. 

Bisulta in questo caso, V(n) oo +(w). 

Si osservi che la classe & delle funzioni ty(t) che verificano 
(c)(d)(é) e la classe Z delle funzioni « lentamente oscillanti » non 
sono una contenuta nell'altra. 

Infatti, ad esempio, +(0 = ^ (0 < S < 1) e W e non ad £; +(*) -= 
= 1 -h sen* (T log log x) Vlog aï € JC ma non ad £. 

3. Dimostrazione dei Teoremi I e II. 

Osserviamo preliminarménte : 

00 

a) Se f(z) e (&J, allora S | aK \/k converge e quindi F(z) con-
i 

verge uniformemente per [ z | < 1. In particolare, | ak \jjc r*— 0. 

b) Poniamo 

f(z) = u(r, 1) -+- iv(r, 6), F(z) = U(r, 6) + iV(r, 6) {z = re*). 

Se per O^gr < 1 è | f(retô) | ^ JÎL(Ô), sussiste la seguente catena 
di disuguaglianze 

( | « ( r f 6 ) | < j r ( 6 ) ) 
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Risulta inoltre 

| F{e*Q) - F(re*) | ^ 2iC(6)(l — r). 

Infatti, essendo Ur'(r, 6) = M(r, e) V/(r, 6) = v(r, ô), si ha 

| F(e«) - F(r<**) \ = \\ U(l, 6) - U(r, 6) | + i | 7(1, ô) - V(r, Ô) | | = 

= (1 - r) | «for, 6) + «for , 6) | (0 < ^ < 1) 

^ 22 (̂8)(1 — r). 

e«6 

c) Posto Ç = re>ô, si consideri jf(z)dz lungo il raggio; dall» 
6) segue 5 

/fM<to = | *(*•) - J(C) t ^ 2£(0)(1 - r). 

Per dimostrare il Teorema I, cominciamo col considerare Pe-
spressione 

(0 ^ r < 1, 6 6 ©> 

Essendo 
00 

s 
«+1 

, si ha (per la 6)) 

« 1 r fc+ i 

?°*nrrre,9fc ^2if(6)(l-r)-i- S ^f-
M+l » 

da cui segue 

o A * «_J_i « fc-*- 1 

B, tenendo conto délia relazione 

| (i -t- r + ... + r*)/(fc H_ i) _ 11 <-(i _ r) fc 
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che è valida per 0 < r < 1, n^>l (?), si ha anche 

" 1 f- r -+- ... -i- rk 

La, k -+- 1 e,efc — f„(e ,e) ^(l-r)Xk\ak\ 
o 

pertanto 

i f„(**e) i ^ 

da cui 

Sa* 
0 

1 -+- r -h ... - H rk 
ptÔfc + (l-r)2fc|oè|, 

0 

|/,(•»•) |^2JSr(0) + i 2 L^!+il-r)2i*|o4|. 
1 — * n+i w o 

Assumiamo ora r — rn, con 

r „ = l - | 1 '-^/Sfclajj1 '2 (»^«0(n) 

Per a), risulta rM —- 1 — per t t - ^ + oo, Si ottiene quindi 

| fn(e*) | <: 2J£(ô) -+- i 2 k | aA | • 23 |o4|/fc( (n^n 0 ( f l ) 
i o «+i ' 

e il Teorema I risulta dimostrato. 
Il Teorema I I è corollario del Teorema I. 

4. Classi di funzioni •l(t) > 0 continue che verificano le ipo-
tesi del Teorema II. 

Ci possiamo limitare a dimostrare che le proprietà (a) e (b) del 
Teorema I I sono verificate per le classi 4a) e 5a) del n. 2, poiché 
le classi la), 2a), 3a) rientrano corne casi particolari nella 4a) (e 
d'altronde la verifica diretta è molto semplice). 

(2) E LANDAU [6], p. 57. 
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CLASSE 4a). - Si pu6 supporre 8 abbastanza piccolo da avère 
o < s < 1/2, m < i. 

A seconda che la condizione per il rapporto incrémentale sia 
verificata in t% < t < t% -+- S oppure in t% — 8 < £ < ; £ £ (k>t0) si 
vede subito che risulta 

U(t)dt ^ 8(1 - mi2)Wt ) oppure U(t)dt ^ 8(1 - mj2)^(t% ), 

e quindi, tenendo conto che k — 1 < fit — 8 < " r t - i - 8 < f t - + - l e 

ty(t% ) ̂  ù[k) si puô garantire che 

ft+i 

U(t)dt ̂  8(1 - 38/2)+(¾ ) ̂  8(1 — m/2)^{k). 
fc-i 

Ne segue 

fc+i 

(4.1) +(fc)^C.J^)d< 
fc—i 

dove C— C(tf, 8 ) = |8{1 — # 8 / 2 ) ( - 1 (indiperidente da k). 

Sia n > i 0 . Risulta (tenendo conto di (4.1)): 

S <\>(k) = S . . . - H S ... 

n+l rt+l 

;̂ (<o) + cj"w^=o(y^)d<) 

e la proprietà (a) è verificata. 
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Da (4.1) si dednce 

k +1 fc+i 

* — i ' fc—i 

*+i 

e quindi 

s f)<c s j(*îi)7" f«tt| 
fc—1 

n n 

e risulta valida anche la proprietà (b). 

C L A S S E 5a). - Le funzioni L{x) «lentamente oscillanti» verifi-
cano, tra al tre notevoli proprietà, le seguenti ('), delle quali aie une 
garantiscono la validità di (a) e (6), altre saranno utili nel seguito 
(n. 7). 

Diciamo £ la classe di tali funzioni. 

as 

(a) L(x)e Z <=>fL(u)duooxL(x); L(x)>0 per x^x0(L) 
i 

« 
(p) Hx)eZ=> S k*-lL(kyo \u^L{u)&uc<>—L{n) per, ogni T > 0 

k^n J T 
i 

00 

(Y) L(x)eZ=> S to-^Lik^lu-^L^ducv—Lin) per ogni T > 0 

« 

x 

(8) L(x) eZ=> L,{x\ = f ^ dw e £. 

(3) Per queste ed altre proprietà di tali funzioni, si veda: G. RICCI 
[7], 299-302; G. H. HARDY - W. W ROGOSIHSKI [5]. 
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Le proprietà (a) e (b) seguono da (p) e (Y) rispettivamente, 
quando si sia posto in queste T = 1. 

•*. Dimostrazione del Teorema III. 

Incominciamo col provare che, nelle ipotesi del teorema, risulta 

X OO 

.(5.1) *(x)>ï-xJW)dtXxj ^P'dL 

Tenendo conto delle condizioni (c) e (d), si prova facilmente 
che vale la relazione 

f+0*0 ^/W)dt<x*(x)y 

ed è garantita la parte a sinistra di (5.1). 
Dimostriamo la validità délia relazione 

Kx)Xxf ^ 
OO 

dt. 

Per le ipotesi sull'esistenza e sul segno délia derivata +'(0, che 
in virtù di (c) e (d) è continua per ogni t > 0, si ha 

^=-/*(f)*=/f*-/ î^ (S jf>* 
X X X X 

e dalla (e) segue Fasserto. 
(5.1) risulta pertanto dimostrata. Ne segue 

W(n) X [ (n -+- l)+(w H- 1) • ^ p 

da cui, ricordando che per (c) e (d) è 1 < ty(n -+• 1)/+(½) < (n -f- l)/n 
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e quindi +(n +- 1) oo ty(n) per n —- •+- oo, si ottiene 

W(n) X +(w). 

Il teorema III risulta dimostrato. 

6. Costruzione di una <\>(t) che rende valido il Teorema IV. 

Osserviamo preliminarmente che nelle ipotesi del teorema risulta 
valida la parte a sinistra in (5.1), e pertanto confrontare l'ordine 
di grandezza delle funzioni V>(t) e +(0 équivale a confrontare quello 
delle funzioni 

Jm=fmdu, m.. 
t 

siamo quindi condotti a Btudiare l'andamento del rapporto 

9(t) = J(t):^. 

Consideriamo la funzione +(0 COBÏ definita: 

( +(0 = +(«,) per « A < * ^ P , t 

| t ( t ) = l t ( W / M * per h<t<,*,n-i 

dove 1« suocessioni | a/t |, j pA | (h = 1, 2, 3,...) verificano le proprietà 

*) a A<Pf t< a / , + l < P + l ï 

m) a7t+1/pA —-+-00; 

w) (ocft/pj) log (aA+1/«fc) — 0 H-, per h — -t- oo. 

Con lievi alterazioni nei punti angolosi t = ocfc, * = pA (fc = 1, 
2, 3,...) si pu5 fare in modo che sia garantita la derivabilità per 
ogni t. Le condizioni (c) e (d) sono verificate. 
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Dato che le alterazioni si possono ritenere trascurabili, noi 
continueremo a considerare +(0 cosl corne è stata definita sopra. 

Poniamo 

a A + i - A + i 

ih=j *g> au, m-j «g au. 
«A l 

Tenendo conto delle condizioni î)-iv), si ha 

h = +K) ! 1/«* + (log («*+,/?*) - D/P* i 

e, posto 7};i = (a/(/pA) | log(aA+1/pA) — 1 |, r i su l ta 

(6.1) Ih = | +K)/«A | (1 -+- 7]h), y\h — 0 per h — oo, 

(6.2) !*<©=] 
( I+(«A).'P*I 10g («*+,/«) * pA<*^ aA4-. 

Ne segue 

J(t) = Ih(t)+ S I r = Ifc(*)-t- 2 | « a f ) / a p | ( H - i | r ) : 

essendo +(ar+1)/ar+1 = |+(ar)/ar i «ar/pr, posto *]*' = Sup 7)r, si ottiene 

a A4- l r«=o \Pfc/ 

da cui, per h^hQ($) 

(6.3) J(t) = Ih(t) -h (1 -h O + ( ^ , ) / 0 ^ ( V ' ~ 0 per fc — oo}. 

Valutiaxno il rapporto p(f), distinguendo i due casi: 

1) « / ,<*£ip A . Per (6.1) e (6.3), si ha 

= ^ 1 ^ 1 , ^ - 1 ) ^ ^ ^ ^ •. 
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ed essendo +'(0 = <J/(ocA) = (̂pA) 

Per t—--t-oo lungo gli intervalli *h<t<^bh risulta 

<6.4) lim 9(t) = 1, ÏÏS p(0 = -+-00. 

2 ) P*<*^«*+ i - Risulta, per (6.2) e (6.3), 

«d essendo +(aA) = +(pA) : 

p(0 = log(a / i + 1 /0-hl + V'. 

Per i — 0 0 lungo questi intervalli PA<C*^aA+IJ risulta ancora 
valida (6.4). 

Il teorema è cosï dimostrato. 
Coppie di successioni | aA |, | pA | che verificano le proprietà 

i)-iv) sono, per esempio : oeA = hh, p/( = hh log2 h ; aA = h\ pA = (¾ -+-
-4- î y + Vlog* fe; a/ê = h\ PA = (aA«A+1)i/* = hhl*(h + 1)»+»/«. 

7. Dimostrazione del Teorema Y. 

Per le proprietà <p) e (y) delle funzioni « lentamente oscillanti » 
xiportate nel n. 4, risulta 

W(n) 00 |+(»)+(H + l)!1'2. 

Basta ora provare che +(w H-l) X+(w) : anzi, risulterà t|/(w+l)oo 
0 0 <j/(w). 



SULL'ANDAMENTO DELLE SOMME PARZIALI DELLE SERIE, ECC. 419 

Ricordando la (fi), si ha: 

n + i 

(n H- l)+(w H- 1) cv3 U(t)dt cv>V+(fc) =--
1 

n 

= S +(&) -4 +(» -H 1) oo / >W)dt -+- +(W » 1) 
k=i J 

i 

da cui segue 

n 

nù(n -+• l )oo /^ ( i )d t : 

da questa e dalla (a) si deduce che +(w -•- 1) oo y(n). Si conclude 
che W(n) oo +(n), e il teorema è dimostrato. 
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