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Qualche osservazione sulla nota disuguaglianza
di W. A, Markoff

Nota di S. GUERRA (a Pisa) (*) (')

Sunto. - & ben nota la seguente disuguaghanza di W. A. MARKOKF
Se Pn(x) é un polinomio algebrico, dv grado n, a coefficsents reals ed é

' Pa(x) | <L, 0=x=1, ()
per la sua pesima derwata valé la disuguaghanza -

n¥n® —12]..[n?> (p—1%| o
2p—1)'! -

e tale massimo é raggiunto se, e soltanto se

| p{P(x) | < L, oO0<x<t

Pu(x) = == Licos [n arcos (2x — 1)] (3).

Dal testo di questo teorema risulta, ovviamente, che la disuguaghanza
non pud migliorarsi, valendo il segno — quando Pn(x) é della forma detia.

Ci si pud tuttavia proporre di vicercare qualche clarse di polinoms,
a coeffictents reali. per @ quali lo disuguaglanea in discorso possa
magliorar si. Poiché non mt risulla che questa questione sia stata irat-
tata, con questa nota ndico appunto una de talt classt (Osserv. corol-
lario del teorema II) e segnalo anche un caso particolarmente motevole
nel quale valgono disuguaglianze del tipo

|PP(x) | << | PP Vix) | < .<|Py(x}|<|P,ix)|

(coroll. del teorema III)

1. T polinomi R (r)

Indichiamo con {R! il sistema dei polinom:

(1) Byx),  Ri(=), ., B,x),..

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. L 11 10 settembre 1963

(1) Indirizzo dell’autore: Istituto Matematico dell’Universitd di Pisa.

(3) Ci riferiamo qui e nel seguitd, per semplicitd, all’intervallo 0 <<x<<1
potendoci sempie a questo ricondurre con una opportuna sostituzione lineare.

() W. A. MARKOFF, Sur les fonctions qus s’ecartent le moins de zero
(1892, St. Petersbourg). Per la trad. tedesca' «Math Ann.., 77 (1915)
pp. 213258.
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definiti induttivamente con le posizioni

Rial=cl0),  Rufo)=[B,_(e)iz + o)

nelle quali ¢(n) rappresenta una funzione dell’intero, non nega-
tivo, n.
L’n 4+ lesimo glemento di | B| ha ’espressione esplicita

LESTY

u(x)_‘ Z c(k)( a )

Per ogni intero positivo p <<% risulta

xn—p—k

R(p)(x = )‘ k) ————
)= 0 ) —p—k)!

k=
c10¢ i polinomi (1) godono della propriethd espressa dalla formula

@) RP(@) = Ru_pla).

OsservAzZIONE 1. - Se ¢(0)3=0, ogni polinomio
P () = a,+ a,x + ... + a,x"

di grado » in x, si pud, in uno ed in un sol modo, rappresentare
nella forma

A Bo(@) + 2 R\(@) + ... + X, R, (),

la determinazione delle costanti A, essendo ricondotta alla risolu-
zione del sistema

{ O, + c(1)A, + c(2); + ... + c(n)A, = @,
O, + eIy + ... +c(n — 1)), = a,
3) c(QPy + ...+ o(n — 2, =2la,

cOp, =n!a,
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il cui determinante vale

[c(0)]"+*.

OssERVAZIONE II. - Se c¢(i) >0 gli elementi di |{R| sono fun-
zioni positive crescenti della variabile & su ogni intervallo tutto
costituito di numeri non negativi.

OssERVAZIONE III. - Se ¢(0) >0 e c¢(¢) & funzione non decre-
scente di ¢ gli elementi di | R{ sono funzioni crescenti di ¢ per
ogni x pesitivo.

Vale infatti 1’identita

@  Ro@)=R@—c0)F— 3 [ok+1)— o] gy =77

2. Alcuni teoremi relativi a polinomi algebrici.
Sia

P, (x)=a, + a,x + ... + a,x"
un polinomio in x di grado » e sia
1 Po) | < L, I<z<l,

Consideriamo il sistema | R} dei polinomi (1) e supponiamo,
ora e nel seguito, anche se cid non sari esplicitamente defto, che
sia ¢(0) > 0 e c¢(?) funzione non decrescente di 7.

TEorEMA I. - Vale la disugualianza
) ] P;(x) l =L+ McRn(x)r I<zx< 1,

essendo M, il massimo modulo delle quantita },, dipendenti dalla
funzione ¢, definite implicitamente dal sistema (3).

It polinemio P,(x), (osser. I), pud’scriversi nella forma

Po(#) = M Ref@) + LB\ (@) + oo + ), B2,
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Derivando ambo i membri di questa uguaglianza rispetto ad
x, per la (2), si ha

Py(x) = ) By(x) + A RB\(x) + ... + A\, R, ()

ovvero, aggiungendo e sottraendo a 2° membro la quantitd A Ry(x) =
=1,c(0) e tenendo conto della (4),

m—k

Pi(e)= Py — o) § 3, 7 — RS T et

da cui
k n—1 m—h
P, (x) sL+M(c(O) 3 k'+ 2 3 [c(k+-1) C(k)](m k)!%)
=L+ McRu(x)’

Se particolarizziamo la funzione ¢ ponendo ¢(¢)=1, per ogni
¢ intero, si ha il:

CoROLLARIO. — Risulta

(6) | Py(@) | < L + Me, l<z<1,

essendo M il massimo modulo delle quantita
(7) a—a, a,—2!a,,..,(n—1)ta,_,—n'a,, n'la,

ed e la base dei logaritmi naturali.

Basta osservare che, in queste condizioni, il sistema (3) fornisce
per i ), rispettivamente i valori indicati in (7) e che

B, (x) <e, I<z<1.
TeorEMA IL. - Vale la disuguaglianza

8) |PP@) <L+ MR, @)+ R,—,(@)+ ...+ Ry p_a)), 0<<z<t
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essendo M, la quantithd definita nel teorema precedente.
Per la (5) risulta

| Pu(@) | < L + M.R, ().
Se scriviamo P;(a:) nella forma
Pu(x) = 25" Ry(z) + 1R, (@) + ... + A Bui(a),
si osserva che le )\3‘), essendo fornite dal sistema

! c(O))\f,l) + c(l))\(ll) + c(2))\(,1) 4+ .. +c(n— J))\(,,‘)_l =a,

S c(O))\gl) + c(l))\(;) + 00— 2))\(,,”_1 =2!a,
\ c(O))\(,.‘)_1 =n'a,,

coincidono ordinatamente con le ultime » quantita A, che figurano
nel sistema (3).

Pertanto, sempre per la (b), e per la non crescenza di M, al
crescere di.p, Y

I P:(x) | S [L + McRn(x)] + MCR"—](x) = L + ML‘[RH.(x) + Rn—‘l(x)]'
Cosl proseguendo 81 ha analogamente

[ Puta)| < | L + M[RB,{2) + B,_,(x)]l + MR, ()=

= L + Mc[Ru(x) + Rn—-l(x) -+ Rn-‘!(x)]

| LP)(“’) |<\L+M|R,(x)+B,_ (x) +..+B, s 2)]| + MR, [(2)=

= L -+ MC[RN(x) + Ru—l(x) + P Rn+l—i’(x)]'
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Particolarizzando, come prima, la funzione ¢ col porre c(s)= 1
per ogni ¢ intero, si ha il:

CoroLLARIO. - Risulta
) | PPa) | < L + pMe, 0<z<1,

essendo M il massimo modulo delle quantita (7) ed e la base dei
logaritmi naturali.

Basta ripetere ’osservazione fatta a prova del precedente corol-
lario.

OSSERVAZIONE. — Se il polinomio P,(x) & tale che per esso risulta

nint —1*]...[n°— (p—1)7 . 27 1 L

M= @ =11 “pe’

allora la (9) migliora la disuguaglianza di W. A. MAREOF¥F.
Si consideri, ad esempio, il polinomio

Pyx) =1 + bx — 22 + a®.
Risulta, per 0 <<z <1,
| Pylx) | < 5.

Per le sue derivate la disuguaglianza di W. A. MARKOFF ci
da, sullo stesso intervallo

[Pyx) | <90, |Pya)| <480, |P}(z)|< 960.
Per la (9), essendo M = 10, risulta invece

[Pafa) <6 +106<35, |Py(x)|<5+20e<65, | Py (), <5+ 30e<95.
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Vale 1nfine osservare la proposizione seguente:

TeoreMA IIT. - Se tra le # + 1 quantith A, che figurano nel
sistema (3), quelle diverse da zero, sono tutte dello stesso segno, allora

(10) | PP <| PP V@) | <. <| Pul@) | <| P,2)|, O<az<l.
Scritto, al solito, P,x) nella forma
P, (@) =3 Ry(x) + M\ R,() + ... + X, R, (x),
se le A, non nulle sono dello stesso, segno, si ha

| Po@) | =X | Byf@) + |}, | B,(@) + oo + |}, | B (@)
| Pu(@) | = | Ao | Ro(@) + |}, | Ra(@) + ... + | X, | Rul)

...............................

| PP@) | =% | BP(@) + | ), | BP@) 4 ... + | ), | BSP(2).
Ma allora (osserv. ITI) essendo, per ogni # e per 0 << <1,
Rys@) < E,—,.,(2) <..< B, ()

e quindi, per la (2),

RP@) < R )< ... < B, (),

risulta
| PPw) | < | PE @) | < ... < | Pulz) | <| P,@) .
COROLLARIO. — Se fra i numeri
(11) G —a,, & —2a,, a,—3a;,.., G, —NG,, G,

quelli non nulli sono dello stesso segno, allora

| PPa) | < | PP ) | < o < | Pufa) |<<| P,(2)], O<z<<1.

Segue subito assamendo, al solito, ¢(¢) =1 per ogni intero 4 e
osservando che, in tal caso, le quantith A, si riducono alle (7) e
che queste ultime sono o no dello stesso segno allora e solo che
siano dello stesso segno i numeri (11).



