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Qualche osservazione sulla nota dîsuguaglianza 
di W. A. Markoff 

Nota di S. GUERRÀ. (a Pisa) (*) (') 

Sunto. - È ben nota la seguente disuguaghansa d% W. A. MARKOFF 
Se Pn(x) è un pohnomio algebrtco, di grado n, a coefficienh reali ed è 

|Pn(x) |<L, 0 < X < 1 , (2) 
per la sua pesim* derivata valé la disuguaghansa' 

e taie massimo è raggiunto se, e soltanto se 

Pnfx) = d= L cos [n arcos (2x — 1)] (3). 

Dal testo dt questo teorema rtsitlta, ovpiamente, che la disuguaghansa 
non puà mighorarsi* valendo il segno = quando Pn(x) è délia forma detta. 

Ci si puà tuttavia proporre di ricercare qualche clause di pohnomi, 
a coefficienti reali, pei i quah la disuguaglt&nsa m discorso possa 
mtghorai si. Poichè non mi risulta che questa questtone sia stata trat-
tata, con questa nota indico appunto una d% tah classi (Osserv. corol-
lario del teorema II) e segnalo anche un caso pat ticolarmente notevole 
nel quale valgono disuguaglianse del tipo 

i p'fX*) i s i p(„p_l,(x) i < . < i p > ) i < i pBix) i 
(coroll. del teofema III) 

1. I pol inomi Rn(jr) 

I n d i c h i a m o con | R i il s istema dei polinomi 

(1) R0(x), Rx(x\ . , RJx),.. 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell' U. M. I. il 10 settembre 1963 
(1) Indirizzo dell'autore- Istituto Matematico dell* Università di Pisa. 
(2) Ci riferiarao qui e nel seguitô, per semplicità, all'intervallo 0 < a c < l 

potetidoci serapie a questo ricondurre con una opportuna sostituzione lineare. 
(3) W. A. MARKOFF, Sur les fonctions qui s'écartent le moins de zéro 

(1892, St. Fetersbourg). Per la trad. tedesca- «Math Ann. », 77 (1915) 
pp. 213-253. 
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definiti induttivamente con le posizioni 

X 

R,{x) = c(0), Ru(x) =jRn_l(X)dx H- c(n) 

nelle quali c{n) rappresenta una funzione deU'intero, non nega-
tivo, n. 

L'TO-+- l e s u n o elemento di \R\ ha l'espressione esplicita 

Bn(x) = S C(k)-( 

Per ogni intero positivo p < n risulta 

R(
n
p)(x)= Xcik) 

A=O (n—p — k)\ 

cioè i polinomi (1) godono délia propriété espressa dalla formula 

(2) R\?\x) = Rn-P(x). 

OSSERVAZIONE I. - Se c(0)=j=0, ogni polinomio 

Pu(x) = a0-*- axx -+-... -+- anx
n 

di grado n in x, si puô, in uno ed in un sol modo, rappresentare 
nella forma 

\R0(x) H- ^Bfa) -+-... •+- A„i?n(x), 

la determinazione délie costanti At essendo ricondotta alla risolu-
zione del sistema 

f c(0)X0 + c(l)\ H- c(2)X, -+-... •+- c(n)Xfl = a0 

c(0)X1 H- C(1)A, H- ... -+- c(n — l)Xn = a^ 

(3) ( c(Q)\ -+-... -4- c(n — 2)X„ = 2 ! a2 

c(0)Xn = « ! an 
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il cui déterminante vale 

[c(0)]»+>. 

OSSERVAZIONE II. - Se c(ï) > 0 gli elementi di \R\ sono fun-
zioni positive crescenti délia variabile x su ogni intervallo tutto 
costituito di numeri non negativi. 

OSSERVAZIONE III. - Se c(0) > 0 e c(i) è funzione non decre-
scente di i gli elementi di \R\ sono funzioni crescenti di i per 
ogni x positive 

Yale infatti l'identità 

(4) R^(x) = Rt(x) - c(0) £ - T [c(fc + 1) - c(fc)] ( . ^ t ) , • 

2« Aicuni teoremi relativi a polinomi algebrici. 

Sia 

PJx) = a0 + axx -+- ... -+- anxn 

un polinomio in x di grado n e sia 

i P „ ( » ) i ^ i , 0 < a ; < £ l . 

Consideriamo il sistema | R | dei polinomi (1) e supponîamo, 
ora e nel seguito, anche se ci6 non sarà esplicitamënte detto, che 
sia c(0) > 0 e c(i) funzione non decrescente di i. 

TEOREMA I. - Yale la disugualianza 

(5) | P'n(x) | ^ L + HeRn(x), 0 < x <: 1, 

essendo Me il massimo modulo délie quantità X,, dipendenti dalla 
funzione c, definite implicitamente dal sistema (3). 

Il polinomio PJx)> (osser. I), puô' scriversi nella forma 

Pn(x) = \R,(x) + ^AW + - + \X(*)-



QUALCHE OSSERVAZIONE SULLA NOTA DISUGUAGLIANZA, ECC 4 0 1 

Derivando ambo i membri di questa uguagliaiiza rispetto ad 
x, per la (2), si ha 

P'n(x) = \RJLx) -+- X^as) -h ... -+- X„jRM (̂x) 

ovvero, aggiungendo e sottraendo a 2° membro la quantità \R0(x) = 
= X0c(0) e tenendo conto délia (4)j 

P > ) = P M ( x ) - c ( 0 ) S X i | - ; - n S XM+I j S [c(k + l)-c(k)]^^-A 
k—o **" m=o * fc=o \F* — »j* ï 

da cui 

= L -h M<ftH(x). 

Se particolarizziamo la funzione c ponendo c(«) = 1, per ogni 
i intero, si ha il: 

COROLLARIO. - Eisulta 

(6) \P'n(x)\<L + Me, 0 < x < l r 

essendo M il massimo modulo délie quanti ta 

(7) a0 — aly a,— 2!a, , . . . , (n — I j î a , ^ — n!a„ , n!a„ 

ed e la base dei logaritmi naturali. 

Basta osservare che, in queste condizioni, il sistema (3) fornisce 
per i Xt rispettivamente i valori indicati in (7) e che 

RJx)<e, 0 < s c ^ l . 

TEOREMA II. - Vale la disuguaglianza 

(8) | Pn%) ! <: L -+- Mc[Rn(x) -+- Rn-Jx) + . . . + B B + I _ ^ ) ] , 0 <£ a; <; t 
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essendo Me la quantité definita nel teorema précédente. 
Per la (5) risulta 

\Pn(x)\<L + MeRn(x)-

Se scriviamo Pn{x) nella forma 

Pn{X) = ^R^X) -+- ^R^X) -4- ... -+- tfnLRn-iix), 

si osserva che le X, , essendo fornite dal sistema 

c(0)X<I} -+- ¢(1^° -i- ¢(2)^,° -4- ... -i- c(n — ïfinL = a, 

clO)Xix) -+- cllJX^ -+- ... -H,C(H — 2)X»!.i = 2 ! a£ 

¢ ( 0 ^ = 1 1 1 0 , , , 

coincidono oràinatamente con le ultime n quantità Xt che figurano 
nel sistema (3). 

Pertanto, sempre per la (5), e per la non crescenza di Mc al 
crescere dLp, 

I Pnix) \<£[L + McRn(x)] -+- MeBn^{x) = L + Mc[RJx) -+- «„_,(«)]. 

Cosï proseguendo si ha analogamente 

| Pnix) | ̂  \L -H Jf ,[fiB(*) + «„-,(«)] ! •+• « A - i W = 

| P Ï V ) | < | L + « J B . W ^BH^(x\ +- ...-*-i2,ï+t-P(o:)] i + McRn+1_p(x) = 
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Particolarizzando, corne prima, la funzione c col porre c(i) = 1 
per ogni i intero, si ha il: 

COROLIJARIO. - Risulta 

<9) \Pnp)(x)\<L+pMe, 0 < ^ < 1 , 

essendo M il massimo modulo délie quantità (7) ed e la base dei 
logaritmi naturali. 

Basta ripetere Tosservazione fatta a prova del précédente corol-
lario. 

OSSERVAZIONE. - Se il polinomio Pn{x) è taie che per esso risulta 

„^\n*[n*-l*]...[n*-ip-l)*\.2P j L 
- l ( 2 p - l ) ! ! M ' ^ e ' 

allora la (9) migliora la disuguaglianza di W. A. MARKOFF. 

Si consideri, ad esempio, il polinomio 

Pè(x) = 1 -+- bx — 2x* -+- x\ 

Risulta, per 0 <; x < 1, 

|P.(aOI<=5. 

Per le sue derivate la disuguaglianza di W. A. MARKOFF ci 
dà, sullo stesso intervallo 

I P*(x) | ^ 90, | P'l(x) | ^ 480, | P?(X) | <£ 960. 

Per la (9), essendo M = 10, risulta invece 

\Pfo)\ < 5 -h 10e<35, \PÏ(x)\ <5+20e<65, \P?(x)\ < 5 -h 30e<95. 

27 



404 S GUERRA 

Vale infine osservare la proposizione seguente: 

TEOREMA III. - Se tra le % H- 1 quantità X, che figurano nel 
sistema (3), quelle diverse da zéro, sono tutte dello stesso segno, allora 

(10) | Pn
p\x) | ̂  | PÎT^l») | <£...<£ | Pnix) | < | Pn[x) |, 0 <= x < 1. 

Scritto, al solito, Pntx) nella forma 

Pn[x) = y0Ro(x) -f- \R,(x) +-... H- XflBB(aj)f 

se le X, non nulle sono dello stesso, segno, si ha 

I P„(») I = I \ ! Bo(x) + I \ I B,(«) -H ... -H | XB | 2 2 » 

| P^a) | = | X, | Bo(x) -t-\\\ B[{x) -t-... -+- | Xn | ^(a,) 

| P$\x) | = | X0 | «««(a,) -H | X, | R[*\x) -*-... H- I XM I R(
n

p){x). 

Ma allora (osserv. III) essendo, per ogni n e per O ^ a s ^ l , 

e quindi, per la (2), 

Biv\x) <£ B^_1)(a!) <;... <£ Bn(a;), 

risulta 

I PlP\x) | ^ | Pir3 ,(x) | ^ . . . <ï | P^«) | ^ | P„(a) | . 

COROLLARIO. - Se tra i numeri 

(11) a^ — a^ ax — 2a%, a,— 3a8,..., a , , - , - » ^ , an 

quelli non nulli sono dello stesso segno, allora 

| PT(x) I <ç | P ^ " 1 ^ ) | <=...:£ | P«W I<= i P » |, 0 ^ x < 1. 

Segue subito assumendo, al solito, c(i) = 1 per ogni intero i e 
osservando che, in tal caso, le quantità X< si riducono aile (7) e 
che queste ultime sono o no dello stesso segno allora e solo che 
siano dello stesso segno i numeri (11). 


