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Su alcnne discontinuité t ras ver sali in magnetofluîdodinamica 

Nota di A L D O M. P B A T E L L I (a Milano) (*) (**) 

Suuto. - Si dimostra che attraverso il fronte d'onda d% Alfvén, il quale si 
propaga% oître che net Uquidt e nei gas ideah, anche net gas in eut è 
nullo il primo coefficiente di viscosità e positivo il secondo (purchè il 
flutdo sia perfettamente conduttore delVelettncità) si mantiene continua 
il gradiente délia piessione •totale* (somma delVordmana pressione 
e délia pressione « magnetica »)• 

Si constata poi che, sempre nelVipotesi che sia nullo solo il primo 
coefficiente di viscosità e non il secondo, possono est stère fiontt d'onda 
che si propagano con celerità qualsiast: attraverso ad essi saltatno le 
denvate seconde délia velocità e. sotto opportune tpotest, anche le 
denvate seconde delV induslone magnetica. 

Summary. - The autor proves that, when the electncal conductivity ts 
m fini te, across the Alfvén wave front, which propagates as well m the 
incompressible fluids and m the idéal gases) as m gases which hâve 
the lst (shear) viscosity coefficient equal to zéro and the 2nd (compres> 
sional) viscosity coefficient positive, the gradient of the « total pressure * 
(sum of the mean pressure and of the * magnetic » pressure) remain 
contmuous. 

The author proves afterwards that, still under the assumptton thaï 
the lst viscosity coefficient is null and not the 2nd, there may exist 
wave fronts which propagates with any velocity relative to the fluid; 
across them the second derivattves of the velocity are discontinuons 
and, under convenient assumpUons, also the second derivattves of the 
magnetic induction. 

In magnetofluidodiuami'ca non relativistica idéale (« idéale » 
nel senso che il fluido comprimibile è considerato non viscoso, 
non conduttore del calore e perfettamente conduttore dell'elettri-
cità) il procedimento délie varietà caratteristiche ha rivelato la 
presenza di più modi e celerità di, propagazione: i risultati sono 
stati trovati, sotto ipotesi che diffenscono in modo non essenziale 
e con procedimenti un poco diversi, da vari autori e a brève 
distanza di tempo (si veda [5], [6], [8], [8a], [9] ed al tri) 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell' TJ. M. I. il 17 giugno 1963. 
(**) Lavoro eseguito nelPambito dell'attività dei Gruppi di rieerca 

matematici del C..N.R. 
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Nei gas ordinari reali, quando si distingue tra pressione ter-
modinamica p e pressione média p (o valor medio del tensore 
degli sforzi) il primo coefficiente di viscosità dinamica rt (viscosità 
di slittamento o di scorrimento o viscosità propriamente detta) e 
il secondo coefficiente X (viscosità di compressione) non sono più 
legati dalla relazione di STOKES (che eorrisponde all 'annullarsi 
délia viscosità di volume w = X -+- 2T]/3). 

Nell'ipotesi, ripetb, che si abbandoni la relazione di STOKES, 
possono esistere fronti d'onda fissi rispetto al gas ordinario e 
possono esistere anche fronti d'onda che si propagano uel gas 
con celerità qualsiasi, purchè sia y, = 0 e X > 0 : attraverso questi 
fronti saltano trasversalmente le derivate seconde délia velocità, 
come ho mostrato in una récente Nota [11]. 

In magnetofluidodinamica non è stato studiato solo il caso 
idéale, ma anche quelli in cui À:>0 , 1 / ( 7 [ A > 0 : ad esempio, se il 
fluido non è viscoso, N A B D I N I [8] e P A I [10] hanno mostrato 
l'esistenza di fronti d'onda, e ne hanno precisato la celerità, 
quando il gas ionizzato non è perfetto conduttore dell 'elettricità : 
il primo > supponendo il fluido barotropico (il che comporta un 
legame finito tra densità materiale e pressione, ed esclude il 
ricorso alla termodinamica), il secondo supponendo inonodimensio-
nale la corrente del fluido, con il campo magnetico perpendico-
lare alla velocità del fluido stesso (quindi tangente al fronte 
d'onda) e distinguendo inoltre il caso in cui la conducibilità 
termica è nulla da quelle» in cui non lo è. 

La présente Nota è dedicata allô studio délie discontinuità 
trasversali attraverso i fronti d'onda, nei caso in cui sia /\ = 0, 
X > 0, mentre la conducibilità termica possa considerarsi nulla o 
no, e il fluido posaa considerarsi o no perfetto conduttore délia 
elettricità. 

L'ipotesi y\ — 0, X > 0, ha un'interpretazione ben précisa in 
Aerotermochimica -(si veda la [11] e le indicazioni date ivi). 
In magnetofluidodinamica non mi risulta che esista. almeno per 
ora, un esempio di gas conduttore dell'elettricità in cui si sia 
constatato Ï] = 0 e X > 0 : mi sembra rimauga comunque significa­
tive lo studio del diverso ufficio che svolgono i due coefficienti 
di viscosità. 

Constato cosl che quando rj > 0 (qualunque valore abbiano i 
rimanenti coefficient;) nessun fronte d'onda è possibile; quando 
invece T\ — 0, • X > 0, 1/<J(JL=S0 (e k>0) rimane il fronte d'onda 
che si propaga con la celerità di A L F V É N , come nei fluidi incom-
primibili e come nei fluidi comprimibili ideali; su questo fronte 
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si man tengono con t inue le der ivate délia densi tà e si man t i ene 
cont inuo il g r ad i en t e dél ia pressione « t o t a l e » , ana logamente a 
q u a n t o avv iene ne l l a magneto idrodinamica non viscosa e in ma­
gnetof lu idodinamica idéale 

Bicerco poi le superfici mobili (fronti d 'onda) attravers.0 le 
qua l i sono cont inue le funzioni incognite, le loro der iva te pr ime, 
m e n t r e pu5 p r e sen t a r e discont inui tà qualche der iva ta seconda, e 
constato che possono esistere fronti che si propagano con celeri tà 
quals ias i , a t t r averso i qual i sal tano le der ivate seconde délia 
velocità (se l/<ru. > 0) e anche le der ivate seconde de l l ' induzione 
magne t i ca (se l/<ru = 0 e se l ' induz ione stessa non è tangente al 
fronte d 'onda) . 

§ 1. I l s i s t ema di equazioni . 

I l moto del fluido e V induzione magnet ica sono riferi t i a un 
s is tema di coordina te quals iasi xx dello spazio fisico tr idimensio-
n a l e ; assuraiamo come incogni te le t re component i vh = v*(x, t) 
dél ia velocità e le t r e componenti Bk — Bk(x, t) de l l ' induzione 
magnet ica , ol t re a due vàr iabi l i t e rmodinamiche : la densi tà mate-
r i a l e p = p(x, t) e l ' e n t r o p i a specifica S=S(x, t). 

I n tu t ta la p r é sen t e Nota gli indici sono indicat i con lettere 
l a t ine ed as su mono i va lor i 1, 2, 3. 

L a press ione t e rmodinamica p, e la t empera tu ra assoluta T 
sono invece cons idera te funzioni note regolar i di p ed S (*): 

(1) P=P(P, S) 

(2) T=T(9, S). 

Si cons iderauo costant i i l p r imo coefficiente di viscosità ?i, il 
secondo coefficiente di viscosità X (e quindi il coefficiente di 

(1) Le funzioni date dalla (1) e dalla (2) sono qualsiasi (salvo per la p 
l'obbedienza aile condizioni di W E Y L [12J) ma non indipendenti ; per i 
legami Ira p, T e l 'energia interna specifica si veda [11], cui rimando 
per la distinzione tra pressione termodinamica p e pressione média 
p=ptkaik/S; in particolare p — p=is>vrt

r. Si veda anche H I D E e BOBEUTS [7]. 
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viscosità di volume w = X-f-2/jf3) la conducibilità termica k, la 
conducibilità elettrica s e la permeabilità magnetica [/. (2). 

Nell' ipotesi v's/c* <g 1 (ove v' è il modulo d'una velocità tipica 
del fluido, mentre c è la velocità délia luce nei vuoto), usando il 
sistema di misura M. K. S. A., le equazioni indefinite sono (3): 

(3a) p ^ + p,h -*- J BŒJf& - J B>BKh = 9FK -f- \(vj%k + ij(«l/4 -^ vhU)n 

(3b) ~^ -H BfcfT,r - B*vx}l = ^ B*/t' ; (3b') B*'* = 0 

(3c J + ^ = 0 

(3d) 9T ^=Mvjr + T,«l|fc(«*/« -4- «"*) + fclV 

• ( l / ^ ) B i / « ( B - " - B 1 ' - ) 

t*) La permeabilità magnetica \i ha, nei gas, valore praticameute eguale 
a quello che ha nei vuoto; i coefficienti >j, X, k, a, dipendono dalla natura 
del fluido e sono funzioni empiriche del suo stato termodinamico, ma il 
considerarli costanti non reca pregiudizio alla generalità dei risultati 
nella ricerca délie varietà carattenstiche. Nei sislema di misura usato 
(sistema GIOUGI) hanno le dimension! fisiche d^lla viscosità cinemahca 
le seguenti diffusività 

h/p] = [x/Pl = ffc/pS] = [i/ori. 

(1) La lineetta inclinata indica derivata tensoriale nello spazio euclideo 
tridimensionale; il punto indica derivata parziale rispetto al tempo, men­
tre la derivata totale o sostanziale di una funzione f=f(x t) rispetto al 
tempo, calcolata seguendo la partioelld, è 

±f 
dt~ 

Vale la convenzione délia somma; atk rappresenta il tensore fondamen­
tale. Per le definizioni che non vengono date esplicitamente cfr. [4]. 
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mentre il tensore degli sforzi è dato da 

jp.* = (p — Xiy- '"K* — *(«./* •+• v*>.)-

La (3a) è l'equazione délia quantità di moto (Ik indica la forza 
esterna specifica di massa di uattira non elettromagneticaj. La 
(3b) è ottenuta dopo aver trascurato la corrente elettrica di spo-
stamento e quella di convezione, e dopo aver eliminato il campo 
elettrico tra l'equazione che traduce la legge di OHM e quella 
che traduce la legge di F A R A D A Y ; la condizione (3b') traduce la 
mancanza di cariche magnetiche. La (3c) è l'equazione di conser-
vazione délia massa e la (3d) è l'equazione dell'entropia. Per il 
secondo principio 4 e 11 a termodinamica debbono esser soddisfatte 
le condizioni1 

(4) T J ^ O ; (4') o>2>0; (4") fc>0; (4'") l / ^ > 0 . 

Il sistema (3) è normale nella t ed è invariante di fronte a 
una trasformazione di GALILEO {*). Esso, tenute presenti la (1) e 
la (2), consta di otto equazioni differenziali nelle otto funzioni 
incognite v\ B \ p, S, in quanto la (3b') è conseguenza délia (3b) 
sotto opportune condizioni iniziali e al contorno ("*). Non ri porto 
condizioni iniziali ne al contorno perché non intervengono nella 
ricerca délie varietà caratieristiche. 

§ 2. Le varietà caratteristiche nei fluido idéale. 

Se X = Ï) = 0, fc = 0, i/<T[À — 0 , i secondi membn délie equazioni 
(3a) (3b) (3d) sono nul l i : le otto equazioni differenziali sono tutte 
del primo ordine e costituiscono un sistema iperbolico. 

(4) Circa l'mvarianza di fronte a una trasformazione di GALILEO SI 
veda ad esempio GRAD [6]; ricordo solo che nelP ordine di approssima* 
zione v'2/c2 <§ 1 l'induzione magnetica è invariante di fronte a una tras-

Jormazione di GALILEO, mentre è stato eliminato il campo elettrico che 
invece non è invariante. 

(5) Posto r == Bkl
k, dalla (36) si deduce, prcndendo la divergenza 

d'ambo i membri 

r + r/^ + r ^ ^ - ^ 

e questa, sotto opportune condizioni iniziali'e al contorno, ammette l'inté­
grale T —0, in conformità alla (36'). 
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Esso è stato studiato da FKIEDRICHS e KRANZER [5] nel la forma 
qui riportata (si tenga présente che la (3d) col secondo membro 
nullo sta a indicare che l'entropia rimane costante seguendo il 
moto délia particella fluida, anche se in un certo istante puô 
differire tra" una particella e un'altra) e da N A R D I N I [8, 8a] O N G 
[9] AGOSTINELLI [1, la] e altri nelPipotesi che l'entropia specifica 
rimanga costante in tutto il campo di moto, cioè che il fluido 
sia barotropico, in*quanto la (!') si riduce a un'equazione comple-
mentare, finita, p = jp(p) (6). 

ïndicata con r(x, t) = T0 l 'equazione délia varietà caratteristica 
(ipersuperficie dello spaziotempo cinematico su cui sono continue 
le funzioni incognite mentre possono presentare discontinuità di 
prima specie le loro derivate prime) si ha 

« !ÎII(S)'-<M 

I (»)' - ("" •*• 6'i (ai)'"''" * ••".'"iw-r | = » 

in cui s'è posto 6, = jB./Vp^i b* = btb\ a2 = -^j—- (derivata par-

ziale calcolata a entropia costante). 
L'annullarsi del primo fattore significa che la varietà caratte­

ristica è luogo di linee orarie délia particella, cioè il fronte 
d'onda ha una celerità di propagazione nulla rispetto al fluido. 

L'annullarsi del secondo fattore testimonia la presenza d'un 
fronte d'onda che si propaga attraverso il fluido con la celerità 
di A L F V É N . S U di esso le discontinuità sono trasversali, cioè tan-
genti al fronte d'onda. 

L'annullarsi del terzo fattore corrisponde alla presenza di 
fronti d'onda magnetosonici (dovuti all'interdipendenza di feno-

(€) I/elenco, che dô nelle indicazioni bibliografïche, dei laVori sui fronti 
d'onda in magnetofluidodinamica, col procedimento délie varietà caratte­
ristiche o con altri (ad esempio quello délie ipersuperfici singoïari) non 
prétende di esser completo. Per il caso in cui il fluido sia idéale, e si 
supponga p=p{p), cosicchè il sistema si riduca a sette equazioni diffe­
renziali in sctte incognite, cfr. ad esempio COURANT-HILBBRT [3] p. 613. 
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meni acustici e magnet ic i ) : avver to solo che ta l i d iscont inui tà 
non sono ve t tor i t angent i al fronte d 'onda. 

I l fronte che si propaga con la celeri tà di A L F V É N (O, brève-
men te , « fronte di A L F V É N », cioè quello corr ispondente al l 'annul-
la rs i del secondo fattore délia (5)), è présente ne i f luidi perfetta­
men te coudut tor i del l 'e le t t r ic i tà , incomprimibi l i o oomprimibil i (7). 
Mostrerô ora che il fronte di A L E V É N sussiste anche in un gas 
in cui sia r, = 0, <»> = X > 0, e met tero in lnce il comportamento 
délie v a r i e « press ioni » a t t raverso ad esso. 

§ 3. II fronte di Alfvén e il gradiente delta press ione « totale*. 

3.1 F L O T D O INCOMPRIMIBILE - Se il fluido è inol t re perfetta­
men te condut tore , (1/<XJJL=0) non viscoso ( ï ]=0) il s is tema di equa­
zioni differenzial i r igua rdan t i l a magne to idrod inamica ha per 
incogni te v\ Bh e la pressione p (la indico con p invece che con p 
come è consue tudine . per evi tare confusione con là p data dal la 
(1)); ne s suna ipotesi vieil f.Uta sui coefficienti X e k, che comun-
que non in te rvengono nel le equazioni . Esse sono 

(6a) 3 F - ~p P>" *•Fk + ^ RB"k ~ Pi B'Bki< = ° 

dBk 
(6b) - g j î - ^ / , = 0 ; (6b') Bktk=0 

(6c) vji = 0 

ove la (6b') è conseguenza délia (6b) (analogamente a quanto av-
v i ene pe r la (3b'| nei confronti dél ia (3b)). 

I nd i ch i amo i salt i délie der ivate p r ime délie funzioni incognite 
a t t raverso le carat ter is t iche premet tendo la le t tera A ai simboli 

(7) R. S. QNG [Ç] dimostra che quando un fluido è comprimibile pos­
sono esser discontinue, attraverso il fronte di ALFVÉN, le derivate prime 
délia velocità e dell'induzione magnetica, mentre sono continue le deri­
vate délia densità materiale; taie autore suppone implicitamente che p 
e p siano legate da una equazione complementare p=.p(p)\ ma è ovvia 
l'estensione al caso in cui invece la p sia data dalla (1). 
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délie derivate stesse, e introduciamo i sette moltiplicatori a t, (5t, 
n; le condizioni cinematiche relative aile discontinuità sono: 

i 

\Vi{k = «,T/fc (AjB./fc = &T/fc Ap/fc = TTT/fc . 

Le condizioni dinamiche relative aile discontinuità délie deri­
vate prime permettono di scrivere il seguente sistema di otto 
equazioni lineari omogenee nei sette moltiplicatori a,, p,, TT : 

<7a) a& Jt •+" \ "/* + £ *tp'T/fc " ^ ^ ^ = ° 

(7b) $k% — B**Hr=Qi (7b/) û^/ft = 0 

(7c) atx" = 0. 

Innanzi tutto osserviamo che saturando la (7b) con x/fc si ottiene 

dx 

e questa, per la (7b') e la (7c), è un'identità. Sostanzialmente 
quindi il sistema (7) è équivalente a un sistema di sette equazioni 
nei sette moltiplicatori 7t, a*, fc, conformemente al fatto che il 
sistema (6) si riduce a un sistema di sette equazioni indefinite 
indipendenti in sette funzioni incognite. 

Se invece saturiamo la (7a) con Bx$w\x (il che esige sia S'x/.rJsO, 
cioè viene escluso il caso in cui V induzione magnetica risulti 

d-z 
tangente al fronte d'onda), la (7b) con p* -=i ed eliminiamo poi 

dx 
-r, JB'T/.afepfc tra le due equazioni, troviamo : 

(8) p*fJ*|(|)2-(M<)*j=0 

e quindi potremo avère valori non tutti nulli per $k ^quando è 
nulla la differenza entro la graffa, cioè in corrisponçlenza al 
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fronte di A L F V É N ; noti i p* non nulli, gli ajr si otiengono imme-
diatamente dalla (7b). Giova osservare che saturando (7a) con x/fc 
si trova che soi fronte di A L F V É N , non potendo essere tutti nulli 
i x/A, è 

(8') U/ftx/* (.+-^)=0. 

La celerità di questo fronte è ± 6 ^ ' (ove nx — x/7VT/fcT/fc è il 
versore normale al fronte d'onda). Su di esso, dovendo essere 
K H- Bl$J\*. = 0, risulta 

4-¥),,=»• 
In altre parole, attraverso al fronte d'onda di A L F V É N è nullo 

il salto del gradtente délia pressione « totale » (somma délia près-
stone ordtnaria p e délia pressione «magnetica» BlBj2\f.). 

3.2 - F L U I D O COMPRIMIBILE IDÉALE. - Nei caso /\ = X—0, &=0, 

1/(7(/. = 0 cerchiamo di caratterizzare, tra tutti i fronti, quello di 
A L F V É N : introdotti i moltiplicatori S e e, indichiamo i salti délie 
derivate délia densità materiale e dell'entropia con 

dp dx dS dx 
Ap / fc=ôT,*; * - = * - ; A S / * = « / f c ; A _ = , _ 

In conseguenza di queste posizioni, il salto del gradiente délia 
pressione termodinamica è dato da 

dp l dp \ 
£±pjk = a*Ap/fc -+- jjg ÔLSIIC = I a2S -+- ^g s 1 x ^ . 

L e condizioni di compatibilità dinamica corrispondenti al sistema 
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(3|, con i secondi membri nulli, danno luogo aile equazioni l ineari 
negli ottô moltiplicatori a,, 8,, S, s. 

(8a) pa* Jt •*• {a'S + S E) T'fc + l B'P'T/S ~ t B'?kr" = ° 

(8c) 8 ~f -4- p«,T/« = 0 

m *%=0 

mentre non ho scritto la (8b) perché, quando a.x'1 = 0, coincide 
con la (7b), ne la (8b') perché coincide con la (7b'). 

Se non si tratta di una superficie fissa rispetto al fluido, cioè 
se d-r/d<={=0, per la (8d) è e = 0; se fissiamo l'attenzione sulle 
discontinuità trasversah délie derivate délia velocità è atx/1 = 0, e 
quindi 8 = 0 per la (8c); nella (8a) è allora nulla la parentesi 
(a28 -h zdp/dS); quindi Ap/fc = 0. Si deduce ancora la (8), mentre la 
(8') è sostituita da 

(8" 1W>*£'B, = 0 

e quiudi 

0 

cioè attraverso al fronte d'onda di A L F V É N in un fluido compri-
mibile è continuo il gradiente délia pressione « magnetica » ; il 
gradiente délia pressione termodinamica è continuo, perche sono 
tali i gradienti délia densità materiale e dell'entropia. e quindi, 
poichè per X = v\ = 0 non c'è distinzione 'tra p e p, è continuo 
anche il gradiente délia pressione * totale »/>-»- S î/2u. 

3.3 - FLUIDO COMPRIMIBILE CON VISCOSITÀ DI VOLUME NOÎ* 

NULLA. - Sia ora o> = X > 0, t\ = 0 (e inoltre l/cu — 0 , k = 0) {8). 

{8) L'ipotesi l/ap=:0 è essenziale: non lo è invece Pipotesi k = 0. 
Se fc4=0 8* Pu 0 introdun-e la corrente specifica teimica gr = —kT^\ aile 
equazioni differenziali del 1° ordine se ne aggiunge sostanzialmente un'altra 
(tenuto conto délie identità); in definitiva si constata che la corrente 
qr è continua attraverso il fronie di AIFVEN e le eventuali discontinuilà 
délie sue derivate sono trasversah 
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Possiamo ancorâ scrivere un sistema di equazioni differenziali 
del primo ordine, con una funzione incognita in più, la velocità 
di dilatazione cnbica x» ed una equazione differenziale in più: 

(9a) p ~dF "*• a*pfk + d£ Slk ~ ?Fk •+- ï BtB*<k " ; B^Bkh-iX(k=,o 

(9c) î + PX = 0 

(9d) p T f = V 

(9e) «./, = X-

La (9b') è conseguenza délia (9b) (si veda in proposito quanto 
detto per la (3b') e la (3b)) cosicchè il sistema (9) è formato da 
nove equazioni indefinite del primo ordine nelle nove incognite 
vkj Bk, p, S, x- Introdotto il moltiplicatore 6, e indicata la discon­
tinuità délie derivate délia velocità di dilatazione cubica con 

Ax/fc = 6x/fc 

le condizioni di compatibilità dinamica permettono di scrivere 

(10a) p** £ •+• (a'8 -+- j ! s j t,fc -t- - B,pT,k — - B%t,, — XÔT/fc=0 

(10b) P* S ~ B'K*T" = ° ; (10b') P'T/> = ° 

<10o) 8 ^ = 0 

(lOd) e | = 0 

(10e) «,T/- = 0. 
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Saturando la (10b) con x/fc e ricordando (10e) e (10b'), si ha 
una identità. Se dx/di=}=0, dalle (10c) e (lOd) scende 8 = 0, s = 0. 
Quindi non ci sono discontinuità nelle derivate délia densità e 
dell' entropia. Seguendo il procedimento usato per il sistema (7) 
possiamo ancora trovare la (8), e quindi il fronte di ALFVÉN; la 
(8'), invece, è sostituita da 

(H) ^ T / f c T , * ^ _ x e ) = o 

cioè, essendo x/fcx/fc =|= 0, 

< ir» A ( ! - X 4 * = ° 
vale a dire, sul fronte di ALFVÉN è nullo il salto del gradiente 
délia differenza tra la pressione magnetica e la velocità di dila­
tazione cubica, moltiplicata per il secondo coefficiente di viscosità 
dinamica; d'altra parte è continuo anche il gradiente délia pres­
sione termodinamica perché sono continui i gradienti di p ed S, 
e in definitiva è continuo il gradiente délia pressione « totale > 
p •+- B2/2p, in quanto per X > 0 e YJ = 0 è p = p — Xy;. 

Concludendo, risultano cosl dimostrati i due teoremi: 

TEOREMA I. - Se l/<Tix = 0, y = 0, il fronte d'onda di Alfvén 
sussiste, oltre che nei fluidi incompnmibtli e nei fluidi comprimi-
bili ideali, anche net fluidi comprimibih con viscosità di volume 
non nulla, 

TEOREMA II. - Nei casi previsti dal précédente teorema, attra­
verso il fronte d'onda d% Alfvén si mantiene continuo il gradiente 
délia pressione totale, somma délia pressione média e délia pressione 
magnetica. 

§ 4. Discontinuité trasversali délie derivate seconde. 

4il - CONDUCIBILITÀ ELETTRICA LIMITATA - L'equazione diffe-
renziale (3a) è del secondo ordine se X e >i non sono entrambi 
nulli ; la (3b) è del secondo ordine se il fluido non è perfetto 
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conduttore dell' elettricità (l/ay 4= 0), mentre la (3d) è del secondo 
ordine se il fluido è conduttore del calore (fc=f=0); la (3cJ è del 
primo ordiue, e puè venir derivata totalmente rispetto al tempo. 
Cerchiamo una superficie (mobile rispetfto al fluido con celerità 
fmita) taie che attraverso ad essa siano continue tutte le funzioni 
incognite e le loro derivate prime, mentre presenti discontinuità 
almeno una délie derivate seconde délie funzioni stesse. Scrivendo 
solo i termini con le derivate d'ordine massimo abbiamo il sistema 

(12b) (X -+- /i)6\"fc -I- r.VkiS -*-.. = 0 

(12b. - ^ , , ^ . . . = 0 

/ i 0 v d?p dvji 
( 1 2 c ) # . + P - 5 - + - = O 

lutt'odotti gli otto moltiplicatori a';, |3',, S', e', le condizioni 
cinematiche relative aile discontinuità délie derivate seconde sono 

Av,'«* = a',T/«T/fc; bBjl'k = ? > " * / * 

AP/1* = 8'T / IT/* ; A ̂  = 8' g - ] ) ' ; AS,,* = t'T/iT/* . 

Le condizioni dinamiche relative aile discontinuità délie deri­
vate suddette permettono di scrivere il seguente sistema di otto 
equazioni lineari omogenee indipendenti negli otto moltiplicatori 
*i i Pi î u > & ï 

(13a) (X -f- /ïla'.T'tx/fc -+- ïia'fcx/tT/t = 0 

(13b) p'fcT/IT'« = 0 

(t3d) if8/-Se'i^-°-
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I moltiplicatori JS'fc intervengono solo nella (13b); su un fronte 
che si propaghi con celerità finita deve essere p'fc = 0, cosicchè 
le derivate seconde dell'induzione magnetica non presentano 
discontinuità attraverso ad esso. 

La (13a) correspond* all'equazione (9a) délia Nota [11]; la (13c) 
alla (9b) e la (13d) alla (9c) délia stessa Nota. La (13a), come si 
è visto ivi, è soddisfatta per X -+- 2/J = 0 (e oc/ qualsiasi) oppure 
per A > 0, r\ = 0, a / x ' * = 0 ; quest'ultimo caso è accettabile, e cor-
risponde a discontinuità trasversali délie derivate seconde délia 
velocità, mentre il précédente deve venire scartato per ragioni 
fisiche (contraddizione con le disequazioni (4) e (4') délia présente 
Nota). Cosicchè per i\ = 0. X > 0, I/ŒJJL > 0, k > 0 il sistema (13) si 
riduce a 

(14a) a'.x/* = 0 

(14b) P'jfcT/'T/|=0 

(14c) rpt = o 

(14d) £ ' | | T / I X / Î = 0 . 

L'ipotesi k = 0 (al posto di A;>0) comporta modificazione solo 
per l'equazione (12d), e a questo proposito rimangono valide le 
considerazioni già fatte nella Nota [11]. 

Concludiamo quindi enunciando il 

TEOREMA I I I . - Se il primo coefficiente di viscosità è nullo (sia 
nulla o no la conducibilità termica) "mentre il secondo coefficiente 
di viscosità è positwo e il fluido è imperfetto conduttore delV elettri-
cita (l/<Tf/.4=0) pub esistere un fronte oVonda che si propaga con 
celerità qualsiasi,, attraverso al quale saltano trasversalmente le 
derivate seconde délia velocità (mentre le derivate seconde di p ed S 
saltano solo su eventuali fronti fissi, e non esiste un fronte che 
possa propagarsi con celerità finita e sul quale presentino discon­
tinuità le derivate seconde delV induzione magnetica). 
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4.2 - CONDUCIÉILITA ELETTRICA INFINITA. - Se invece si sup-

pone l/ff|ji = 0 (ferme restando le ipotesi sui rimanenti coefficienti) 
le equazioni (12a) (12b) <12d) non vengono modificate. Il posto 
délia (12b) è preso da 

che si ottiene derivando totalmente rispetto al tempo la (3b) 
con secondo membro nullo (se invece derivassimo rispetto a una 
coordinata, avremmo un'equazione diversa ma in definitiva le 
stesse condizioni di compatibilità dinamica). Le equazioni omoge-
nee nei moltiplicatori : (14a), (14c), (14d) rimangono le stesse, men­
tre la (14b) è sostituita da 

< 1 6 b> v* {m) - B* % <*" ~ B',i%'* %=°-
Il secondo addendo di questa è nullo per la (14a); saturando 

la (16b) con Tfk si conclude che, escluso il caso I?,x/* = 0 (cioè 
oscluso il caso in cui sia nulla la componente tangenziale dell'in­
duzione magnetica sul fronte d'onda perché allora la (16b) darebbe 
p'fc = 0) è 

l'--(S- •AT*VfcT'k{ j g = 0 

e quindi pV f c = 0, cioè anche le discontinuità délie derivate 
seconde dell'induzione magnetica sono trasversali, mentre i val or i 
S'/c4=0 si ricavano dalla (16b). 

Anche qui l'ipotesi k = 0, al posto di fc=|=0, non porta altra 
modificazione all'infuori di quella all'equazione (12b). 

Bisulta cosl dimostrato il 

TEOREMA IV. - Se il primo coefficiente di viscosità i\ è nullo 
(sia o no nulla la conducibilità termica k) mentre il secondo coeffi­
ciente di viscosità X è positivo e il fluido è perfetto conduttore del-
Velettricità (1/<T[A = 0) pub esistere un fronte d'onda che si propaga 
con celerità qualsiasi, attraverso cui saltano trasversalmente le de­
rivate seconde délia velocità e, se Vinduzione magnetica Bk non è 
tangente al fronte stesso, saltano trasversalmente anche le derivate 
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seconde delV induzione magnetica (mentre le derivate seconde délia 
densità p e délia entropia specifica S saltano solo su eventuah 
fronti fissi). 

OSSERVAZIONE. - Da quanto sopra esposto risulta évidente che 
è impossibile ogni propagazione ondosa attraverso al fluido quando 
è diverso da zéro il primo coefficiente di viscosità y\, siano o no 
nulli X, k, 1/ffjA. 
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