BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

ALDO M. PRATELLI

Su alcune discontinuita trasversali in
magnetofluidodinamica.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 18
(1963), n.4, p. 382-397.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1963_3_18_4_382_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1963_3_18_4_382_0
http://www.bdim.eu/

Su alcune discontinuitad trasversali in magnetofluidodinamica

Nota di ALpo M. PRATELLI (a Milano) (¥) (**)

Santo. - S: demosira che attraverso il fronte d'onda dv Alfvén, 1l quale si
propaga, oltre che nes liguids e ner gas 1dealt, anche ne: gas in cui é
nullo 1l primo coefficiente di viscositd e positivo 1l secondo ( purché il
flurdo sia perfettamente conduttore dell’ elettricitd) st mantiene continun
il gradiente della piessione « totale » (somma dell’ordinaria pressione
e dellg pressione « magnetica »).

Si constata por che, sempre nell’ ipotesi che sia nullo solo 1l primo
coefficiente di viscosstad e non il secondo, possono esistere fionts d’onda
che st propagano con celeritd qualsiast: attraverso ad esst saltano le
derwvate seconde della wvelocita e. sotto opportune ipotes:, anche le
dervate seconde dell’ induzione magnetica.

Summary. - The aulor proves that, when the electrical conductiwity 1s
wnfinite, across the Alfvén wave front, which propagates as well in the
wncompressible flurds and wn the ideal gases, as in gases which have
the 1st (shear) viscosity coefficient equal to zero and the 274 (compres-
swonal) viscosity coefficient positive, the gradient of the «lotal pressure »
(sum of the mean pressure and of the «magnetic» pressure) remain
continuous.

The author proves aftermards that, still under the assumption that
the 15t wviscosily coeffictent s null and not the 2nd, there may exist
wave fronts which propagates with any velocity relative to the fluad;
across them the second derivatives of the velocity are discontinuous
and, under convenient a§sum‘ptaons, also the second deriwvatives of the
magnetic induction.

In magnetofiuidodinamica non relativistica ideale («ideale »
nel senso che il fiuido comprimibile & considerato non viscoso,
non conduttore del calore e perfettumente condutiore dell’elettri-
cita) il procedimento delle varietd caratteristiche ha rivelato la
presenza di pit modi e celerith di, propagazione: i risultati sono
stafl trovati, sotto ipotesi che differiscono in modo non essenziale
e con procedimenti un poco diversi, da vari autori e a breve
distanza di tempo (si veda [5], [6], [8], [Ba], [9] ed alfri)

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M.I. il 17 giugro 1963.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di ricerca
matematici del C.N.R.
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Nei gas ordinari reali, quando si distingue tra pressione ter-
modinamica p e pressione media p (o valor medio del tensore
degli sforzi) il primo coefficiente di viscosita dinamica % (viscosita
di slittamento o di scorrimento o viscositd propriamente detta) e
il secondo coefficiente X (viscositd di compressione) non sono pii
legati dalla relazione di StoxEes (che corrisponde all’annullarsi
della viscositd di volume w =2\ 4+ 27/3).

Nell’ipotesi, ripeto, che s1 abbandoni la relazione di STOKES,
possono esistere fronti d’onda fissi rispetto al gas ordinario e
possono esistere anche fronti d’onda che s1 propagano nel gas
con celeritd qualsiasi, purchd sia v =0 e 2> 0: attraverso questi
fronti saltano trasversalmente le derivate seconde della velocita,
come ho mostrato in una recente Nota [11].

In magnetofluidodinamica non & stato studiato solo il caso
ideale, ma anche quelli in cur >0, 1/5p. > 0: ad esemplo, se il
fluido non & viscoso, NarDINI [8] e Par [10] hanno mostrato
1’ esistenza di fronti d’onda, e ne hanno precisato la celerita,
quando il gas iomzzato non & perfetio conduttore dell’ elettricita:
il primo: supponendo il fluido bayotropico (11 che comporta un
legame finito tra densitdh materiale e pressione, ed esclude il
ricorso alla termodinamica), il secondo supponendo monodimensio-
nale la corrente del fluido, con 1l campo magnetico perpendico-
lare alla velocitd del fluido stesso (quindi tangente al fromte
d’onda) e distinguendo inoltre il caso in cui la conducibilita
termica & nulla da quello in cui non lo &.

La presente Nota & dedicata :allo studio delle discontinuita
trasversali attraverso i fronti d’onda, nel caso 1mm cui sia 1=20,
A > 0, mentre la conducibilita termica possa considerarsi nulla o
no, e il fluido possa considerarsi o no perfetto conduttore della
elettricita.

L’ipotest 7 =0, x>0, ha un’interpretazione ben precisa in
Aerotermochimica {si veda la [11] e le indicazioni date ivi).
In magnetofluidodinamica non mi risulta che esista. almeno per
ora, un esempio di gas condutfore dell’elettricitd in cui si sia
constatato =0 e 2> 0: mi sembra rimanga comunque significa-
tivo lo studio del diverso ufficio che svolgono i due coefficienti
di viscosita.

Constato cost che quando n >0 (qualunque valore abbiano i
rimanenti coefficienti) nessun fronte d’onda & possibile; quando
invece 7 =0, A >0, ljop.=0 (e k>=0) rimane il fronte d’onda
che si propaga con la celeritd di ALFVEN, come nei fluidi incom-
primibili e come nei fluidi comprimibili ideali; su questo fromte
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si mantengono continue le derivate della densita e si mantiene
continuo il gradiente della pressione «totale», analogamente a
quanto avviene neila magnetoidrodinamica non viscosa e in ma-
gnetofluidodinamica ideale

Ricerco poi le superfici mobili (fronti d’onda) attravergo le
quali sono continue le funzioni incognite, le loro derivate prime,
mentre pud presentare discontinuitd qualche derivata seconda, e
constato che possono esistere fronti che si propagano con celerita
qualsiasi, attraverso i quali saltano le derivate seconde della
velocita (se 1/ow. > 0) e anche le derivate seconde dell’induzione
magnetica (se 1/ou. = 0 e se l’induzione stessa non & tangente .al
fronte d’onda).

§ 1. Il sistema di equazioni.

Il moto del fluido e I’induzione magnetica sono riferiti a un
sistema di coordinate qualsiasi x' dello spazio fisico tridimensio-
nale; assumiamo come incognite le tre componenti v* =¥z, 1)
della velocith e le tre componenti B*=— B*(x, {) dell’induzione
magnetica, oltre a due variabili termodinamiche: la densitad mate-
riale p = p(x, ) e 1’ entropia specifica S = S(x, f).

In tutta la presente Nota gli indici sono indicati con lettere
latine ed assumono i valori 1, 2, 3. l

La pressione termodinamica p, e la temperatura assoluta T
sono invece considerate funzioni note regolari di p ed S (%):

(1) p=plp, S)
2) T=T(, S)

Si considerano costanti il primo coefficiente di viscosith =, il
secondo coefficiente di viscosith A (e quindi il coefficiente di

(*) Le funzioni date dalla (1) e dalla (2) sono qualsiasi (salvo perla p
I’obbedienza alle condizioni di WEeyL [lﬁ]) ma non indipendenti; per i
legami tra p, T e l'energia interna specifica s1 veda [11], cui rimando
per la distinzione tra pressione termodinamica p e pressione media
P=p,;a'%/3; in particolare p—p=uwv,’. Si veda anche HipE e Roserrs [7].
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viscositd di volume v =»X 4+ 24'3) la conducibility termica k, la
conducibilita eletfrica ¢ e la permeabilith magnetica n (?).
Nell’ipotesi v2/c* << 1 (ove v’ & il modulo d’una velocith tipica
del fluido, mentre ¢ & la velocitd della luce nel vnoto), usando il
sistema di misura M. K. 8. A., le equazioni indefinite sono (3):

dv 1 1
(Ba) p—g +Pn -+ BBy, — o B'Buy =pFy Mo Y+ (o, n + 000)

dB, 1
(3b) —dTh “+ BA’U'/,. — Bw,,, =;f_(.:b Byt (3b') B,l* =0

dp
— Ir —
(3¢ it = 0
s .
(8d) oT d= Mo J7) + o (ot + v*) + kT, +

+ (1/eu)Bun(B" — BHm)

(*) La permeabilith magnetica p ha, ne1 gas, valore praticamente eguale
a quello che ha mnel vuoto; i coefficienti 4, A, k, o, dipendono dalla natura
del fluido e sono funzioni empiriche del suo stato termodinamico, ma 1l
considerarli costanti non reca pregiudizio alla generalita der risultat:
nella ricerca delle varieta caratteristiche. Nel sisiema di misura usato
(sistema GorGgr) hanno le dimensioni fisiche della viscositd cinematica
le seguenti diffusivita

[n/e] = (M6l =T(k/eS]=[1/on].

(*) La lineetta inclinata indica derivata tensoriale nello spazio euclideo
tridimensionale; il punto indica derivata parziale rispetto al tempo, men-
tre la derivata totale o sostanziale di una funzione f= f(x {} rispetto al
tempo, calcolata seguendo la particella, &

daf

Et"—'f'-i-flk”"'

Vale la convenzione della somma; a,; rappresenta il tensore fondamen-
tale. Per le definizioni che non vengono date esplicitamente cfr. [4].
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mentre il tensore degli sforz1 & dato da
Dur =(p - )\Ivv ,r)alk - "l(’v‘lu -+ 'vhll)'

La (3a) & 'equazione della quantitd di moto (F, indica la forza
esterna specifica di massa di natara noun elettromagneticaj. La
(3b) & ottenuta dopo aver trascurato la corrente elettrica di spo-
stamento e quella di convezione, e dopo aver eliminato il campo
elettrico tra 1’equazione che traduce la legge di OEM e quella
che traduce la legge di FarapaY; la condizione (3b’) traduce la
mancanza di cariche magnetiche. La (3c) & I’equazione di conser-
vazione della massa e la (3d) & I’equazione dell’entropia. Per il
secondo principio .della termodinamica debbono esser soddisfatte
le condizioni®

@  1=0; () w=0; @) k=0; (") Lou=0.

Il sistema (3) & normale nella ¢ ed & invariante di fronte a
una trasformazione di GaAvriLEO (%). Esso, tenute presenti la (1) e
la (2), consta di otto equazioni differenziali nelle otto funzioni
incognite v*, B*, p, S, in quanto la (3b’} & conseguenza della (3b)
sotto opportune condizioni iniziali e al contorno (°). Non riporto
condizioni iniziali né& al contorno perché non intervengono mnella
ricerca delle varietd caratieristiche.

§ 2. Le varieta caratteristiche nel fluido ideale.

Se A=n=0, k=0, 1/on.—=0, i secondi membri delle equazioni
(3a) (3b) (3d) sono nulli: le otto equazioni differenziali sono tutte
del primo ordine e costituiscono un sistema iperbolico.

(4) Circa l'invarianza di fronte a una trasformazione di GALILEO s1
veda ad esempio GRAD [6]; ricordo solo che nell’ordine di approssima-
zione v'?/c? <€ 1 I'induzione magnetica & invariante di fronte a una tras.
Jormazione di GALILEO, mentre & stato eliminato il eampo elettrico che
invece non & invariante.

(5) Posto I'= B;/*, dalla (3b) si deduce, prcndendo la divergenza
d’ambo i membri

. 1
I‘+rlrv'+r”r/r=°_pl1/i'

e questa, sotto epportune condizioni iniziali‘e al contorno,ammette 1’inte-
grale I'=0, in conformita alla (3b').
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Esso & stato studiato da FRIEDRICHS e KRANZER [5] nella forma
qui riportata (s1 tenga presente che la (3d) col secondo membro
nullo sta a indicare che 1’entropia rimane costante seguendo il
moto della particella fluida, anche se in un certo istante pud
differire tra®una particella e un’altra) e da NaRrDINI [8, Ba] One
[9] AcosTINELLI |1, 1a] e altri nell’1potesi che 1’entropia specifica
rimanga costante 1n futto il campo di moto, cioé che il fluido
sia barotropico, in°quanto la (1’) si riduce a un’equazione comple-
mentare, finita, p = p(p) (8).

Indicata con t(x, {) =T, I’ equazione della varietad caratteristica
(ipersuperficie dello spaziotempo cinematico su cui sono continue
le funziom incognite mentre possono presentare discontinuita di
prima specie le luoro derivate prime) si ha

® il () — oo

; (‘I;)4 — (a* + by (g—:)zn;r“ + a’v,vib,z)? % =0

in cui §'¢ posto b, = B,/Vpw, b*=0bb, a*= L(;;_S) (derivata par-

ziale calcclata a entropia costante).

L’annullarsi del primo fattore significa che la varieta caratte-
ristica & luogo di linee orarie della particella, cioé il fronte
d’onda ha una celerith di propagazione nulla rispetto al fluido.

I’ annullarsi del secondo fattore testimonia la presenza d’un
fronte d’onda che si propaga attraverso il fluido con la celerita
di ALFVEN. Su di esso le discontinuith sono trasversali, cio2 tan-
genti al fronte d’onda.

L’ annullarsi del ferzo fattore corrisponde alla presenza di
fronti d’onda magnetosonici (dovuti all’interdipendenza di feno-

(é) L'elenco, che dd nelle indicazioni bibliografiche, dei lavori sui fronti
d’onda in magnetofluidodinamica, col procedimento delle varietd caratte-
ristiche o con aliri (ad esempio quello delle ipersuperfici singolari) mnon
pretende di esser completo. Per il caso in cui il fluido sia ideale, e si
supponga p=p(p), cosiccht 1l sistema si riduca a sette equazioni diffe-
renziali in sctte incognite, cfr. ad esempio CouranT-HI1LBERT [3] p. 613.

26
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meni acustici e magnetici): avverfo solo che tali discontinuita
non sono vettori tangenti al fronte d’onda.

I1 fronte che si propaga con la celeritd di ALFVEN (o, breve-
mente, « fronte di ALFvEN », ciod quello corrispondente all’annul-
larsi del secondo fattore della (5)), & presente nei fluidi perfetta-
mente conduttori dell’elettricith, incomprimibili o compri:ﬁibili ().
Mostrerd ora che il fronte di ALEVEN sussiste anche in un gas
in cui sia =0, w =1>0, e metterd in lnce il comportamento
delle varie « pressioni» attraverso ad esso.

§3. Ii fronte di Alfvén e il gradiente della pressione « totales.

3.1 FLOIDO INCOMPRIMIBILE - Se il ‘fluido & inoltre perfetta-
mente conduttore, (1/sx. =0) non viscoso (n=0) il sistema di equa-
zioni differenziali riguardanti la magnetoidrodinamica ha per
incognite v*, B* e la pressione p (la indico con p invece che con p
come & consuetudine. per evitare confusione con 12 p data dalla
(1)); nessuna ipotesi vien fatta sui coefficienti A e k, che comun-
que non intervengono nelle equazioni. Esse sono

dv 1- 1 1
(6a) at + P+ Fe + o BBk — - BB, =0
(6b) d—dI:—" — Bwg,=0; (6b') Bx/k=0
(60) v/=0

ove la (6b’) & conseguenza della (6b) (analogamente a quanto av-
viene per la (3b’) nei confronti della (3b)).

Indichiamo i salti delle derivate prime delle fumzioni incognite
attraverso le caratteristiche premettendo la lettera A ai simboli

(") R. S. @ne [9] dimostra che quando un fluido & comprimibile pos-
sono esser discontinue, atttaverso il fronte di ALFVEN, le derivate prime
della velocitd e dell’indugzione magnetica, mentre sono continue lo deri-
vate della densitd materiale; tale autore suppone implicitamente che p
e p siano legate da una equazione complementare p=p(p); ma & ovvia
Pestensione al caso in cui invece la p sia data dalla (1).
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delle derivate stesse, e introduciamo i sette moltiplicatori «,, 8,,
n; le condizioni cinematiche relative alle discontinuitd somo:

\
A”i”‘ =Tk {ABII,‘ = B!t”‘ Ap/k =TTk .

Le condizioni dinamiche relative alle discontinuita delle deri.
vate prime permettono di scrivere il seguente sistema di otto
equazioni lineari omogenee nei sette moltiplicatori «,, B,, = :

d 1 1 1
(7a) ok d—: -+ o Tk + o BBt — m BBt =0
de ,
(7b) Bx ai Bragr; = 0; (70") Bet/* =10
(70) tz,'r/' = 0.

Innanzi tutto osserviamo che saturando la (7b) con /¥ si ottiene

dr

Bt 53

— Bt axt/k =0

e questa, per la (7b’) e la (7c), @ un’identith. Sostanzialmente
quindi il sistema (7) & equivalente a un sistema di sette equazioni
nei sette moltiplicatori =, az, Bx, conformemente al fatto che il
sistema (6) si riduce a un sistema di sefte equazioni indefinite
indipendenti in sette funzioni incognite.

Se invece saturiamo la (7a) con B'fgr,, (if che esige sia B't;,3=0,
cio® viene escluso il caso in cui I’induzione magnetica risulti

d,
tangente al fronte d’onda), la (7b) con B é ed eliminiame poi

d
}i: Bit, ¥ tra le due equazioni, troviamo:

8) Bept ) (Z—:)z — Bty ; =0

e quindi potremo avere valori non tutti nulli per Bx quando &
nulla la differenza entro la graffa, cio2 in corrispondenza al
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fronte di ALFVEN; noti i Bz non nulli, gli «x si otiengono imme-
diatamente dalla (7b). Giova osservare che saturando (7a) con 7%

si trova che svl fronte di ALFVEN, non potendo essere tutti nulli
ik, &

8) } St ('rr + %E) =0.

La celeritad d1 questo fronte & ==bmn' (ove »' = t/{/V1;xt/k & il
versore mnormale al fronte d’onda). Su di esso, dovendo essere
© + B'B,/u = 0, risulta

In altre parole, attraverso al fronte d’onda di ALFVEN & nullo
¢l salto del gradiente della pressione «totale~» (somma della pres-
stone ordinaria p e della pressione « magnetica » B'B,[2u).

3.2 - FLUIDO COMPRIMIBILE 1DEALE. — Nel caso q=21=0, k=0,
tjop. = 0 cerchiamo di caratterizzare, tra tutti i fronti, quello di
ALFVEN: introdotti i moltiplicatori & e ¢, indichiamo i salti delle
derivate della densita materiale e dell’entropia con

<}

as _ d-

=33 ; AS/k :E‘L'/k; A W € d—'t

S-I&n
&’&

Ap =8tk

In conseguenza di queste posizioni, il salto del gradiente della
pressione termodinamica & dato da

2
Apik = a*Apjk + 35 AS[k = (a*S -+ % s) Tik .

Le condizioni di compatibilitd dinamica corrispondenti al sistema
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(3), con i secondi membri nulli, danno luogo alle equazioni lineari
negli otté moltiplicatori «,, 8,. 8, «.

d- . 9 1 1
(8a) pre gy + (a g+ 6% e)'r:/k + " BBt — w Bfgr, =0
(8c) 3 % + px Tt =90
dr
(8d) S The 0

mentre non ho scritto la (8b) percheé, quandoe «,v'*=20, coincide
con la (7b), nd la (8b’) perché coincide con la (7b).

Se non si tratta di una superficie fissa rispetto al fluido, cioe
se dr/dt4=0, per la (8d) & ¢e=0; se fissiamo 1’attenzione sulle
discontinuith trasversali delle derivate della velocith & o,t/'=0, e
quindi 8 =0 per la (8c); nella (Ba) & allora nulla la parentesi
(a®8 + ¢9p/08S); quindi Ap;x = 0. Si deduce ancora la (8), mentre la
(8) & sostituita da

1
’ 1EBR —
8 ou tt/®*B'B, =0

B'B,
A( 2. )/k =0

ciod attraverso al fronte d’onda di ALFVEN in un fluido compri-
mibile & continuo il gradiente della pressione « magnetica »; 1l
gradiente della pressione termodinamica & continuo, perché sono
tali i gradient1 della densith materiale e dell’entropia. e quindi,
poiché per A =7=0 non c’& distinzione tra p e p, ¢ continuo
anche il gradiente della pressione « totale» p + B*/2u.

e quindi

3.3 - FLUIDO COMPRIMIBILE CON VISCOSITA DI VOLUME NON
NULLA. - Sia ora w =2>0, =0 (e inoltre 1/ou =10, k= 0) (3).

(8) L’ipotesi 1/op =0 & essenziale: non lo & invece l'ipotesi k=0.
Se k=30 si pud introdurre la corrente specifica termica q,=— kT, alle
equazioni differenziali del 1° ordine se ne aggiunge sostanzialmente un’altra
(tenuto conto delle identitd); in definitiva si constata che la corrente
q, & continua attraverso il fronte di AIFvEN e le eventual discontinuita
delle sue derivate sono trasversal
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Possiamo ancora scrivere un sistema di equazioni differenziali
del primo ordine, con una funzione incognita in piii, la velocita

dr dilatazione cubica y, ed una equazione differenziale in piu:

dvr op 1 1 y
(9a) [ at + a’pix + Y Six — pFr + (: B'B, x — ; B*By),—Ay k=0

dBr

(9b) ar + Brv"), — Bk, = 0; 9b) B,/)*=0
d
(9c) d_‘t, +pr =0
as
(9d) pT @ = At
(9e) vt =y.

La (9b') & conseguenza della (9b) (si veda in proposito quanto
detto per la (3b') ¢ la (3b)) cosicchd il sistema (9) & formato da
nove equazioni indefinite del primo ordine nelle nove incognite
v®, Bk, p, S, y. Introdotto il moltiplicatore 6, e indicata la discon.
tinuithd delle derivate della velocith di dilatazione cubica con

Ay ik = 0t

le condizioni di compatibilita dinamica permettono di scrilvere

1
{10a) Pk :—: —+ (a’s + aTg’ s) Tk + &B,ﬁ'r,k— l: BBgr), — Aot =0

\ 0
dr
(10b) Bx it Bragr, =0; (10b’) Bi*=0
dr
dr

(10e) atl=0.
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Saturando la (10b) con 7;x e ricordando (10e) e (10b"), si ha
una identita. Se dr/di==0, dalle (10¢c) e (10d) scende 3=0, ¢ =0.
Quindi non ci sono discontinuith nelle derivate della densita e
dell’ entropia. Seguendo il procedimento usato per il sistema (7)
possiamo ancora trovare la (8), e quindi il fronte di ALFVEN; la
(8'), invece, ® sostituita da

L1

(11) :; - (BH-“' — Ae) =0

ciod, essendo txt/k =0,

’ 'Bz

(1) A (2—*‘ — xx)lk =0

vale a dire. sul fronte di ALFVEN & nullo il sallo del gradiente
della differenza tra la pressione magnetica e la velocita di dila-
tazione cubica, moltiplicata per il secondo coefficiente di viscosita
dinamica; d’altra parte & continuo anche il gradiente della pres-
sione termodinamica perchd® sono continui i gradienti di ¢ ed S,
e in definitiva & comntinuo il gradiente della pressiome « totale »
p -+ B2y, in quanto per A>0 e =08 p=p — ).

Concludendo, risultano cosl dimostrati i due teoremi:

TeEorEMA I. ~ Se 1/ou=0, =0, il fronte d’onda di Alfvén
sussiste, oltre che nei fluidi incomprimibeli e mei fluidi comprime-
bili idealt, anche ner flurdr comprimibels con wscosita di volume
non nulla.

TeorEMA II. ~ Nei casi previsti dal precedente teorema, atira-
verso ¢l fronte d’ onda di Alfvén si manliene continuo il gradiente
della pressione totale, somma della pressione media e della pressione
magnetica.

§ 4. Discontinuitd trasversali delle derivate seconde.

4.1 - CONDUCIBILITA ELETTRICA LIMITATA - L’equazione diffe-
renziale (3a) & del secondo ordine se A e w _non sono entrambi
nulli; la (3b) & del secondo ordine se il fluido nmon & perfetto
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conduttore dell’elettricitd (1/ow 5= 0), mentre la (3d) & del secondo
ordine se il fluido & conduttore del calore (k==0); la (3c) & del
primo ordine, e pud venir derivata totalmente rispetto al tempo.
Cerchiamo una superficie (mobile rispefto al fluido con celerita
finita) tale che attraverso ad essa siano continue tutte le funzioni
incognite e le loro derivate prime, mentre present: discontinuiti
almeno una delle derivate seconde delle funzion: stesse. Scrivendo
solo 1 termini con le derivate d’ordine massimo abbiamo 11 sistema

(12b) A+ o), +rort+..=0
C
(12b: — B, +...=0
oW
_ do  avh
(12¢) a Pt ar *+ =0
. o . oT | .
(12(1) k(a P +aTSS,,)+ .=0.

Introdotti gli otto wmoltiplicatori «’,, p,. ¥, ¢/, le condiziom
cinematiche relative alle discontinuitd delle derivate seconde sono

Av, It = o'yl g AB)/t = ')ttty
’ dgp , dr\? ,
App o =87, 1lk; A = 3 ((Tt) ; AS )¢ =¢'t )ik,

Le condizioni dinamiche relative alle discontinuita delle deri-
vate suddette permettono di serivere il seguente sistema di otto
equazioni lineari omogenee indipendenti negli otto moltiplicatori
o/, B/, %, ¢,

ey

(13a) (A 4 Al Tt + magry it =0
(13b) Birl =0
. , dt , dr
(13¢) zs d—t+p'x,r/1£d—t:0
aT 2T
el Y o o 1y —
(13d) ;apa + 1 ge %r,;r =0.
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I moltiplicatori 8'x intervengono solo nella (13b); su un fronte
che si propaghi con celeritdh finita deve essere B'x — 0, cosicche
le derivate seconde dell’induzione magnetica non presentano
discontinuita attraverso ad esso.

La (13a) corrispond~ all’equazione (9a) della Nota [11]; la (13¢c)
alla (2b) e la (13d) alla (9c) deila stessa Nota. La (13a), come si
& visto ivi, & soddisfatta per A +2q=0 (e «, ' qualsiasi) oppure
per >0, 7 :6: 2,'t/* == 0; quest’ultimo caso & accettabile, e cor-
risponde a discontinuitd trasversali delle derivate seconde della
velocith, mentre il precedente deve venire scartato per ragioni
fisiche (contraddizione con le disequazioni (4) e (4) della presente
Nota). Cosicche per n=0. A >0, 1/op. >0, > 0 il sistema (13) si
riduce a

(14a) a\ vt =0

{14Db) B'rtlit, =0
’ dT

(14d) e g_g'fl.'f":()-

L’ ipotesi k = 0 (al posto di £ >0) comporta modificazione solo
per I’equazione (12d), e a questo proposito rimangono valide le
considerazioni gia fatte nella Nota [11].

Concludiamo quindi enunciando il

TeoreMa II1. - Se ¢l primo coefficrente di viscosita & nullo (sia
nulla o no la conductbilatc termaica) mentre 1l secondo coeffictente
di viscosita & posifevo e 1l fluido é wmperfetto conduttore dell’ elettra-
cita (1/on=4=0) puod esistere un fromte d'onda che si propaga con
celeritd qualsiasy, atiraverso al quale saltano trasversalmente le
derwate seconde della velocitc (mentre le derivate seconde de p ed S
saltano solo su eventuali fronti fiss:, e non eswste un fronte che
possa propagarse con celerita finita e sul quale presentino discon-
tinuita le derivale seconde dell’induzione magnelica).
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4.2 - CONDUCIBILITA ELETTRICA INFINITA. — Se invece si sup-
pone 1/op.—=0 {ferme restando le ipotesi sui rimanenti coefficienti)
le equazioni (12a) (12b) (12d) mon vengono medificate. 11 posto
della (12b) & preso da

d‘Bk d d_v’i_lo

(16b) S+ Brgvl'— B =0

che si ottiene derivando totalmente rispetto al tempo 1la (3b)
con secondo membro nullo (se invece derivassimo rispetto a una
coordinata, avremmo un’equazione diversa ma in definitiva le
stesse condizioni di compatibilita dinamica). Le equazioni omoge-
nee nei moltiplicatori: (14a), (14c), (14d) rimangono le stesse, men-
tre la (14b) & sostituita da

X , (dr\* dr , dt
(16b) B ((_l—t) + Bk d—ta’,r" — B,tlix'g = 0.

Il secondo addendo di questa & nullo per la (14a); saturando
la (16b) con T, si conclude che, escluso il caso Bs/'=0 (ciod
escluso il caso in cui sia nulla la componente tangenziale dell’in-
duzione magnetica sul fronte d’onda perché allora la (16b) darebbe
$x=0)2

3 B'rrl® ((;11;;) — Bytha'y tik Z—; =0

e quindi B'xt/*=0, ciod anche le discontinuita delle derivate
seconde dell’induzione magnetica sono trasversali, mentre i valori
8'x3=0 si ricavano dalla (16b).

Anche qui Iipotesi k=0, al posto di k5=0, non porta altra
modificazione all’infuori di quella all’equazione (12b).

Risulta cosi dimostrato il

TeoreEMA IV. - Se il primo coefficiente di wviscosita n & nullo
(sia o no ‘nulla la conducibilita termica k) menire il secondo coeffi-
ciente di viscosita A & positivo e il fluido & perfetio condutiore del-
U elettricita (1/op — 0) puod esistere un fronle d’onda che si propaga
con celerita qualsiasi, attraverso cui saltano trasversalmente le de-
rivate seconde della wvelocita, e, se I'induzione magnetica Bx non &
langente al fronte stesso, saltano trasversalmente anche le derivale
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seconde dell’ induzione magnetica (menire le derivate seconde della
densita p e della entropra specifica S saltano solo su eventuals
fronti fissi).

OSSERVAZIONE. - Da quanto sopra esposto risulta evidente che
& wmpossibile ogni propagazione ondosa atiraverso al fluido quando
& diverso da zero il primo coefficiente di viscosild », siamo o mo
nulls A, k, 1/op.
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