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SEZIONE SCIENTIFICA

BREVI NOTE

Su alcuni spazi di interpolazione

Nota di FRANCESCO GUGLIELMINO (a Catania) (*) (**)

Sunto. - Utilizzando 11 metodo degh spaci du tracce, s2 studia el problema
dell interpolagione fra due spazs del tipo LP'PYQ) (cfr. ¢l n. 1).

Résumé. - En uhlisant' la méthode des espaces de traces, on étudie le
probléme de I interpolation enire deux espaces du type LP'PQ) (cf. le N°. 1).

1. Sia @ un insieme misurabile dello spazio euclideo R"*+"
prodotto cartesiano degli. spazi B" e R" di punti generici x e ¥
rispettivamente. Fissato y in R", indichiamo con (y) I’insieme,
eventualmente vuoto, dei punti ® di R™ tali che (x, y) appartenga
a @; indichiamo, inoltre, con Y l’insieme dei punti y di R" mei
quali la misura m-dimensionale di Q(y) & maggiore di zero. De-
notiamo, poi, con LPPYQ) (1 <<p,, p,<<oo) lo spazio lineare delle
(classi di) funzioni fix, ¥) (‘) misurabili in @ per le quali risulta
finita la quantitha

2
I ”,mzl [ ( [ | flz, y) P dx)P’dy]P,
Y

)

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. I. il 16 maggio 1963.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’atiivita del Gruppo di ricetca n. 13
del C.N.R. per il 1962.63.

(t) Facciamo, ciod, la convenzione che due funzioni dello spazio quasi
ovunque eguali in @ si considerino come un unico elemento dello spazio.
Avvertiamo, inoltre, che tutte le questioni che formano oggetto della pre-
sente Nota possono essere trattate indifferentemente nel campo reale o
nel campo cemplesso.
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(con le solite modifiche se p,, p, od entrambi sono infiniti); ||f]|p,p,
® una norma in L?P(Q) che con questa morma & uno spazio di
BanacH (3. Spazi di questo tipo intervengono nello studio dei
problemi al contorno per operatori parabolici ed ® appunto una
ricerca in tale campo {cfr. [2]) che c¢i ha indotto a pubblicare il
presente lavoro.

Richiamata nel n. 2 la costruzione degli spazi di tracce ®),
stabiliamo nei nn. 3 e 4 due teoremi che permettono di confron.
tare lo spazio di tracce costruito a partire da LPP(Q) e L1%(Q)
con lo spazio L"™(Q) dove

1—96
=—+

(1) 3 B

(i=1,2; 0<o<).

NN
R e

In particolare, per p, =p, e q, =¢q, i teoremi lqui stabiliti resti-
tuiscono due risultati di J. L. Lions (4], pp. 166 e 157). Dai teo-
remi dei nn. 3 e 4 si deduce un teorema di interpolazione che
generalizza quello di M. Riesz ([6], pag. 481) e viene esplicita-
mente enunciato nel n. 5.

2. Se X & uno spazio di BANAOH, si suole denotare con
L#0, b; X) (1 <p << oo) lo spazio lineare delle (classi di) funzioni
u(f) misurabili nell’intervallo (0, b), a valori in X, per le quali
risulta finita la quantita

?) ( f:n ult) 12 dt)%

con la solita modifica se p—=co; la (2) ® una norma in L70, b; X)
che con questa norma & unc spazio di BANAcH.

() Se Q@ = Rm+n, la completezza di L”'* segue immediatamente dalla
completezza dello spazio delle fl/nzioni di potenza p,-esitha sommabile in
Rn, a valori in uno spazio di BaNACH (nel case in esame: LM(Rm)). Se
Q= Rm+», basta prolungare le funzioni di LP1P2(Q) in Rm+n ponendole
eguali a zero nei punti di Rm+n — Q.

(8) Vedi ad es.: [4] pp. 147-161 oppure [6] pp. 3-5.
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Siano, poi, 4 uno spazio lineare topologico e 4, e 4, due spazi
di BaNAcE confenufi in 4, le due inclusioni essendo continue.

Indichiamo con W(p, q, 0; 4,,4,), 1<p,g<<oo, 0 <0 <1, lo
spazio delle (classi di) funzioni w(f) tali che

teu(t) € L*(0, + co; A,), B w'(t)€ LU0, +o0; 4,) (Y,

1 1
dove “=°—i’ e p=o—(—1. Se poniamo:

-0 1 +o0 1
Xy, =( .fw( L d)° , Top(=( ofm(u wioaat)?,

n w yW = max (XPI a(u)’ Yq» g (ﬂ)),

Wip, q, 9; A,, A, risulta uno spazio di Banxacm. Considerato,
allora, lo spazio di BANxacm 4,4 4, (°) munito della norma

la bay 4, = aioni (layly, +1ay lg,) (@=a, + a),

dalle ipotesi fatte si deduce facilmente (%) che, comunque si fissi
il numero positivo (finito) T, se u€ W(p, ¢, 6; 4,, 4}), si ha:

weL¥0, T; A+ 4) w €LY0; T; 4, + A).

Ne segue che u & quasi ovunque eguale ad una.funzione continua
in [0, +o0), & valori in 4,4+ 4, e, quindi, #(0) ha senso purché

(*) w'(?) ® una derivata nel senso delle distribuzioni su (0, 4-oc) a
valori in 4, vedi: [8]. pag. 68,

(°) 4,4 4, d I'insieme degli elementi a € 4 tali che a =a,+ a, con
Gy e A., Gy € A!.
(¢) Per maggiori dettagli vedi: [4]), pag. 149.



342 FRANCESCO GUGLIELMINO

si identifichi # con questa funzione continua. Al variare di % in
W(p, q, 9; 4,, A,), #(0) descrive uno spazio T'(p, q, 6; A,, 4,) che
si pud normalizzare ponendo:

f@llp=1inflw®}, (u(0) = a)

e risulta uno spazio di BanNacw (7).

In particolare, se 1 <<p,, p,, q,, g2 <= oo, & lecito nella costru-
zione di T(p,q,9; 4,, 4,) porre: A,=L"P(Q) e A,= L2%Q).
In tal caso, si- potra assumere come A lo spazio delle (classi di)
funzioni f(x. y) misurabili in @ e sommabili in ogni sottoinsieme
misurabile e limitato di @; questo spazio & lineare e in esso si
pud introdurre una struttura di spazio topologico mediante la
topologia definita dalla famiglia separata di seminorme descritta da

[ 1 7@ 91 dudy
1

al variare di I nella famiglia dei sottoinsiemi misurabili e limi-
tati di Q.

3. Proveremo, ora, il seguente

TeoREMA I. - Se 1<<p,p,,Pss & ©s G =0, p=< min(p,,p,),
¢<min (g, q,), 0 <0 <1, allora:

T(p, g, 0; LP#(Q), L%Q) C L""(Q)

algebricamente e topologicamente, r, e r, essendo dati dalle (1)

() [5]). pag. b.
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Siano f(x,y) una fanzione di T(p, q, 6; LPP(Q), L*%Q) o
w(, y, ) una qualunque funzione di W(p, g, 6; LP'*(Q), L"%Q))

tale che u(x,y, 0)=f, ¥) (cfr. il n. 2). Posto « = 6 -—i,'essendo

finito Xp, z(u) ciod

moop 1
[ [ tap(y f | w(x, 9, & |mdz)" dy)” dt]"

per la disuguaglianza di JEssSEN (%) & anche finita la quantita

~+00 P P 1

“([”"([ | wl, y, 1) lmdx);'dt);dy};'

Y o Ocy)
e, quindi, per quasi tutti gli y di Y si ha:
P

oo 1
t)) [0/ m(m[y )| u(x, y, t) ;P:dx) "ot ]”< + oo,

Analogamente, posto =16 — % , risulta:

@ [ftﬂq }Z’t‘l dx)"‘dt] 4o
0

(®) Cfr. ad es.r [3], pag. 160, n. 203; [1], pag. 22, formula (6). La di-
suguaglianza di JESSEN & la seguente:

P

U( [imeap as) dr] = f ( f | Pt o) jnar) as]| (0<p=q=eo)

'OIH
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quasi ovunque in Y. Dalle (3) e (4) segue che f(x, y) appartiene a
Ty)=T(p g, ¢; L7 (Qy)), L(y)) per quasi tutti gli y di Y e,
allora, per un risultato di J. L. Lions ([4], pag. 156), per tali
valori di g, f(», y) appartiene a L"(Q(y)); inoltre, si ha:.

1
f | flz, ) "‘d”) "<dp g 0if lrg)
O(y)

da cui ([4], pag. 151)

iy +oo p 10
(f 11 9y inaz) "< o [ taf j | wi, 9, 8 nda)” at) ¥
O(y) 0 (y)
too N
(f taq(/|ai‘ ’dx)q‘dt)",
at
0 Qy)
- ry 1
no Vs
( J ( d/ | e 3) Inda)” ay)
(y)
(5
oo P (=tr 4o a o 1
e % \a ;
gc[ (ftap(f |u|mdx)"‘dt) ? (ftaq(flg—;‘ dx)th)qdy]'.
Y o Oy) 0 Ay)
Poniamo, poi' : p’=(1—L’0)r, ,'q’:o%” se 7,<<co; in virtu della (1)

risulfa: 117+ ;—,: 1 e, applicando la disuguaglianza di HOLDER .

nel secondo membro della (5), otteniamo:

(°) ¢(p, g, 8) & una costante che dipende soltanto da p, g, 8; nel seguito
la denoteremo semplicemente con ¢.
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m 19
y

llfllm.Sc[J(of:lP([/(;)lulmdx)%dt);d B
”([tsq(ﬂa%‘ )q'dt)%dy]%

0(y)
La relazione precedente & valida anche se r,=oc0c e, per quanto
osservato all’inizio della dimostrazione, si pud scrivere:

1—0 ]
1l S| X, at] | Yapo)
Per un lemma di J. L. LioNs ([4], pag. 161):

(6) Hflimrn=cilflir (T=T(p, g, 6; L7™Q), L*%(Q)))

e il teorema & dimostrato.

4. 11 senso della relazione d’inclusione tra lo spazio L™ "(Q)
e T(p, q, 9; LP?{(Q), LT %(Q)) pud essere cambiato se per p e q si
fanno ipotesi differenti da quelle del teorema I; sussiste, infatti, il

TeorEMA IL - Se 1<<p, ps, ps, Q, @, @s<0o°, p=max(p,, P,),
qzma'x(QU qz)’ 0o <1, allora:

T(p, q, 8; L7P(Q), LT Q) D L""(Q)

algebricamente e topologicamente, r, e r, essendo dati dalle (1).

Allo scopo di dimostrare il teorema II, indicati con « e B i

1 1 .
numeri 0 ~» e O -2 rispettivamente, bcegliamo una funzione
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reale o(f) misurabile in (0, + oo) e soddisfacente, inoltre, le
condizioni:

tro(t) € L°(0, +oo),  tRv'(t)e L0, +oc),  v(0) = 1+(9).

Poniamo, poi: X::—-z%’ se r, <oco, A\=0 se r, = oo, PL:I;I—I‘;_
7, 1 7y

_io—,e se r, <<oco, e 1‘,<oc,‘u.=6-—m 86 7 =00 @ 71, << 0o, h==
7, 1

"ﬂﬂ"‘e’ se 7 <<oo e 7,=o0, pu=08e r,=r,-.co.

Siano, ora, f(x, y) una funzione di L""™(Q) e g(x, y) e u(x, y, )
le funzioni definite dalle relazioni:

2

s, =1 90 ( [ife prde)" (@ e,

Oty
ulx, y, ) =f(x, y) vltg(z, ) {x, y)e @ t>0).

L’ appartenenza di f(x, y) a T(p, q, 9; LPP(Q), L1Q)) sara
assicurata se proveremo che u(x, y, ) appartiene allo spazio
W(p, g, 9; LP'P(Q), LT %(Q)). Osserviamo, quindi, che, essendo

P2

re . 2 1
Snst=| [ ([( [emiumasf apfaf,

applicando due volte la disuguaglianza di JEssEN (8), si ottiene:

n

o P 1
@ K| [( [ ( [re1upar)® as) ay]

~Y Oy o

(1) Sul significato da attribuire a v'(f) e v(0) cfr. il n. 3.
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D’altra parte, fissato quasi ovunque (r, y) in @, risulta:

-+ oo 1 re

(ftaplulrdg)5= || t=o() |]L,,|f|x—m( _[lfl'l dx) n

) y)

¢, quindi, sostituendo nella (7) e tenendo conto della definizione
di ), si ha:

1 _po

Xy, aw) < || t“v(t)IILr[ [ ( [ ik dx‘)”’(m n fdyi
Y 0

se r, oo e

man =t (g af
Y

se r,=oo. In entrambi i casi, tenendo presente la definizione di
®, si ottiene:

:g.
® Xp, o) < || t20(8) [|» (11 £ [|r,r)Pe
8e 7, <<co e
©) Xp, o) < || t20(8) [|2 || F [lru v,
se 7, = co. Con metodo analogo si stabiliscono le disuguaglianze‘:
i‘_,
(10) Yo, ple) < [ tB0°(8) [ 2 (1] £ l]r r)2s

8e ry oo e

1) Yo, pt) = || ') || 2| Fllrirs
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se r,=oco. Dalle (8), (9), (10), (11) si deduce che u(x, y, ) appar-
tiene a W(p, q, 8; L"#(Q), LT%Q)) e, inoltre, che ([4], pag. 151)

(12) || £llp=I[Zp, alt)}—2[ Y, ew)]e < || tou(t) |} || 80 |25 || Fllry s
(T= T(P, q, 0; Lpl?’(Q)) quq.‘Q»)'

OSSERVAZIONE. - Considerata la costante ¢ che figura nella (6)
(cfr. anche la nota (°)) e fissato comunque un numero positivo
& < ¢, nélla dimostrazione del teorema II si pud scegliere u(f) in
maniera che risulti:

1= (e — ¢ || t=o(t) [I77° 1| o ®)lI2, ().

L?
Allora, dalla (12) si trae:

1|
C—¢

I Fllr=

I llrses

e per arbitrarieth di «:

1
(13) Fll= g1 lhurs

b. Riprendendo, ora, le ipotesi e le notazioni del n. 2, suppo-
niamo che A4,[)A4, sia denso sia in A, che in A,. Siano, poi, B uno
spazio lineare topologico e B, e B, due spazi di BANACH contenuti
in B, le due inclusioni essendo continue. Diciamo = una trasfor.:
mazione lineare di 4, [] 4, in B, [} B, soddisfacente le condizioni:

| =(a) ”1305 wo ll @ || 4,5 {[ =(a) llg, = o, lla ”4, (@e 4,(] 4,

(44) Cfr. [4], pag. 156 e pag. 1567.
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Si dimostra (*?) che la trasformazione = si pud prolungare in
modo unico in una trasformazione lineare e continua, che conti-
nueremo a chiamare =, di 4,+ 4, in B, + B,; inoltre, = & anche
una trasformazione lineare e continua di 4, in B, e di 4, in B,
nonchd una trasformazione lineare e confinua di T(p, q, 0; 4,, 4,
in T(p, q, 8; B,, B)) la cui norma & maggiorata da 0,9,

Cid premesso, osserviamo che, se 1=<p,, p,, q,, g, << oo,
LPPQ) ) L*%(Q) contiene le restrizioni a @ delle funzioni di
D(BR"") (%) e, quindi ('), & denso sia in LPP{Q) che in L1%¢).
Allora, dai teoremi I e II e dalle (6) e (13) si deduce il

TeorEMA III. - Se 1=p,, p,, q,, @ <oo (%), 1=p;, p,, q;,
9, = oo, max(p,, py) =min(p,, p,), max(q,, ¢,)<min(g;, ¢, Q e
Q' sono sotioinsiemi misurabils di Rm+» ¢ = & una trasformazione
lineare di LP™Q) | L™%Q) in LPPYQ) [ L®%(Q’) soddisfacente
le condizioni:

[} 7(F) | ps e = 5 1 1l oo | =(f) s =y |} [lqres
(fe L*™Q) N} L"™Q)) (*9),

la trasformazione = 8i pud prolungare in modo unico in una tra-
sformazione lineare e continua di LP'P(Q) + L2%Q) in LFPYQ') +
+ L%9Q’); inoltre, posto

—=t D (6=1,28,4; 0<0<1),

(1) [4), pp. 168154, Per comodita del lettore osserviamo che, essendo
4, A, denso sia in 4, che in 4,, = si pud prolungare per continuita in
4yU 4,. Se, poi a€ 4y 4, e a=a,+a,=a',+a', con a,, a'y€'4,,
ay, a'y€ 4,, risulta: ay—a'y=a';, —a,, wn(a,)— n(a'y) = n(a'y) — n(a,),
n{@g) + n(a,) = n(a'y) + n(a’y). Si pud, quindi, porre: n(a) = n{a,) 4 n(a,).

(13) D(Bm+") & lo spazo delle funzioni defimite in Rm+%, ivi di classe
C* e a supporto compatto.

(1) D(Bm+n) & denso in LPPy(Rw+n) come si pud dimostrare con con-
siderazioni analoghe a quelle svolte in [7), pp. 2223,

(4%) Se I'insieme @ & limitato, questa ipotesi pud essere modificata; la
si pud, per esempio, sostituire con le seguenti: 1=<<q,<p,<oco, 1=5qy<C Pe=oo.

16) Le norme a primo membro s riferiscono agli spazi L™%4(Q') e

L9 h(ql)_
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= & anche una trasformazione lineare e continua di L""™(Q) in
L™"Q') la cui norma & maggiorata da w,~%,0.

OSSERVAZIONE. - ‘La tesi del teorema III rimane valida se, ferme
restando le allre ipotesi, si suppone che 1<<p,, p,, q,, @, <o0 e
che = sia una trasformazione definita in LPPQ)J LT*Q) la
quale risulti lineare /e continua da LP'PQ) in LPPYQ) e da
L*%Q) in LPIYQ') e soddisfi le relaziond:

” “(f) ”Ps?a = Wo ” f“PlPl (fE LP‘F’(Q))}
| (1) lasge = @ ([ Hlga (f € Loo(Q)).

Infatti, nelle nuove ipotesi non & piit necessario assicurare la
densita di L™™(Q) ) L"™(Q) in L"™Q) e in L"*(Q).
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