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SEZIONE SCIENTJF1CA 
BREVI NOTE 

Su alcuni spazi di interpolazione 

Nota di FHANCESCO GUGLIELMINO (a Catauia) (*) (**) 

Sunto. - Utilizzando il metodo degh spazi di tracée, si studia il problema 
deWinterpolazione fra due spazi del Upo LPlpa^Q) (cfr. il n. 1J. 

Résumé» - En utilisant la méthode des espaces de traces, on étudie le 
problème de V interpolation entre deux espaces du type LplP'(Q) (cf. le N°. 1J. 

1. Sia Q un insieme misurabile dello spazio euclideo R"l+n 

prodotto cartesiano degli spazi R'n e Rn di punti generici x e y 
rispettivamente. Fissato y in R", indichiamo con Çï(y) V insieme, 
eventualmente vuoto, dei punti x di Rm tali che (as, y) appartenga 
a Q; indichiamo, inoltre, con Y Vinsieme dei punti y di Rl nei 
quali la misura m-dimensionale di Cl(y) è maggiore di zéro. De-
no tiamo, poi, con LPlP*(Q) (l<Zplt pt<Z<x>) lo spazio l ineare délie 
(classi di) funzioni f(x, y) (l) misurabili in Q per le quali nsu l ta 
finita la quantità 

h l 
H/HM. = [ [( f\f^y)\PldxfdyJ2 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell' U. M. I. il lô maggio 1963. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito dell'atiività del Gruppo di riceica n. 13 

del C. N. B. per il 1962-63. 
(4) Facciarao, cïoè, la convenzione che due funzioni dello spazio quasi 

ovunque eguali in Q si considerino corne un unico elemento dello spazio. 
Avvertialnio, inoltre, che tutte le question! che formano oggetto délia pré­
sente Nota possono essere trattate indifferentemente nel carapo reale o 
nel campo caraplesso. 
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(con le solite modifiche sejp1} ptod entrambi sono infiniti); HfH^p, 
è una norma in LPlPi(Q) che con questa norma è uno spazio di 
BANACH (S). Spazi di questo tipo intervengono nello studio dei 
problemi al contorno per operatori parabolici ed è appunto una 
ricerca in taie campo -(cfr. [2]) che ci ha indotto a pubblicare il 
présente lavoro. 

Richiaraata nel n. 2 la costruzione degli spazi di tracce (8), 
stabiliamo nei nn. 3 e 4 due teoremi che permettono di confron-
tare lo spazio di tracce costruito a partire da LPlPs(Q) e Lqiq3(Q) 
con lo spazio Lrir*(Q) dove 

(i) ï^hr + h' ¢=¾ >;«<•<!)• 

In particolare, per pt = p t e qx = q, i teoremi {qui stabiliti resti-
tuiscono due risultati di J. L. LIONS ([4], pp. 155 e 157). Dai teo­
remi dei nn. 3 e 4 si deduce un teorema di interpolazione che 
generalizza quello di M. Rrasz ([6], pag. 481) e viene esplicita-
mente enunciato nel n. 5. 

2. Se X ô uno spazio di BANAOH, si suole denotare con 
Lp(0, b; X) (l<^p<^co) lo spazio lineare délie (classi di) funzioni 
u{i) misurabili nell' intervallo (0, 6), a valori in X, per le quali 
risulta finita la quantità 

'2) (/(M*) »*)'*) p 

con la solita modifica se p = o o ; la (2) è una norma in Lp{0, 6; X) 
che con questa norma è uno spazio di BANAOH. 

(Î) Se Q = Rm+n, la completezza di LPl*' segue imiriediatamente dalla 
oompletezza dello spazio del le fipzioni di potenza p2-esiraa somraabile in 
JR", a valori in uno spazio di BANACH (nel case in ebarae: L^iR™)). Se 
Q^rjjm+n, basta prolungare le funzioni di LPlPa{Q) in Rm+n pônendole 
eguali a zéro nei punti di Rm+n — Q. 

(8) Vedi ad es.: [4J pp. 147-151 oppure [5] pp. 3-5. 
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Siano, poi, A uno spazio lineare topologico e A0 e Ak due spazi 
di BANACH contenuti in A, le due inclusioni essendo continue. 
Indichiamo con W{p, q, 8; A99 Ai), l^p,q^<x>, 0 < 6 < 1, lo 
spazio délie (classi di) funzioni u(t) tali che 

** u(t) g 1/(0, + oo ; AQ), tf «'(() ç Lq(0, -*- oo ; A,) (<), 

dove a = 8 e 8 = 8 . S e poniamo : 
jp g 

**,.W = ( f**p( » «M IUo)" * ) * i ^ 3 M = (/**(I *'(«) W * ) *, 

Owfwr = max(Xi,,a(«), Yg,p(«)), 

W{pj q, 8; 4 0 , ilj) risulta uno spazio di BANACH. Considerato, 
allora, lo spazio di BANACH 4 0 -4-4 t (s) munito délia norma 

» a IU0 f A, = i n f ( » ao U -*• Il «i IU ) <a = ao -»- «l)» 

dalle ipotesi fatte si deduce facilmente (e) che, comunque si fissi 
il numéro positive (finito) T, se uÇ. W(p, q, 8; J40, il,), si ha: 

« € 1^(0, T; A* + AJ u'£L\Q; T; A^ + AJ. 

Ne segue che u è quasi ovunque eguale ad una.funzione continua 
in [0, -+- oo), a valori in A0 + A1 e, quindi, u{0) ha senso purchè 

(*) u'(t) è una derivata nel senso délie distribuzioni su (0, -f-oo) a 
valori in A, vedi : [8]. pag. 68. 

(5) A9 + AL è l'insieme degli elementi a€ A tali che a = a0-hai con 
a9€ Aêi aiB At. 

(«) Per maggiori dettagli vedi: [4], pag. 149. 
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si identifichi u con questa funzione continua. Al variare di u in 
W[p, q, 8; A0, A^ u{0) descrive uno spazio T(p, g, 8; A0, AJ che 
si pu5 normalizzare ponendo: 

Bally^rinfllwll^ («(0)=a) 

e risulta uno spazio di BANACH (7). 
In particolare, se l < p , , p t , g i , g 8 ^ o o , è lecito nella costru-

zione di T(p, g, 8; A9, A,) porre: A0 = LPlP\Q) e AX = L**{Q). 
In tal caso, s i potrà assumere corne A lo spazio délie (clasei di) 
funzioni f(x. y) misurabili in Q e sommabili in ogni sottoinsieme 
misurabile e limitato di Q; questo spazio è lineare e in esso si 
puô introdurre una struttura di spazio topologico mediante la 
topologia definita dalla famiglia separata di seminorme descritta da 

/ 
| f(x, y) | dxdy 

al variare di I nella famiglia dei sottoinsiemi misurabili e limi-
tati di Q. 

3. Froveremo, ora, il seguente 

TEOREMA I. - Se l^p9pt,pt, g, 2 ^ 2 , ^ °°, P< min (pj, p,), 
q <; min (g£, g,), 0 < 8 < 1, allora : 

T(p, g, 8; LPl*a(Ç), L*q*(Q))CL™(Q) 

algebricaniente e topologicamente, r, e r, essendo dati dalle (1). 

C) flfl. pag- &. 
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Siano f(x, y) una funzione di T(p, g, 8; IflP2(Q), Lqxq\Q)) e 
u(x, y, t) una qualunque funzione di W(pt g, 8; LViP\Q), Lqxq\Q)) 

taie che u(x, y, 0) = f(x, y) (cfr. il n. 2). Posto a =- e -*-- ,' essendo 
P 

finito Xp,a{u) cioè 

+00 & p l 

[f t^( j(f \u(x, y, t)\^dxYldyfdt\\ 
Y Q(y) 

per la disuguaglianza di JESSEN (8) è anche finita la quantità 

+00 p_ pi 

[ / ( f tap( f ' u[x> y>i] lpldx)pldt)p dy 
p_ Pi . J_ 

Pi 

Y 0 Q(y) 

e, quindi, per quasi tutti gli y di Y si ha : 

(3) 
P ,1 +00

 P. 

f f*[f I »(«• % t)\Pidx\Pl dt 
0 Q(y) 

< -H OO. 

Analogamente, posto p = 6 , risulta: 

5 -_ l 

0 û(y) 

< + oo 

(8) Cfr. ad es.r[3], pag. 150, n. 203; |1], pag. 22, formula (6). La di­
suguaglianza di JESSEN è la seguente: 

qf i p i 

[J( fiF(r% 8) |P ds)Pdr]qS[ / ( / l F(r> «> i ? d r ) q *f <°<*><«<~>-
R S S R 
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quasi ovunque in Y. Dalle (3) e (4) segue che f(x, y) appartiene a 
ny)=T{p, q,*\TJ*(a(y%Lq*(Çl(y))) per quasi tutti gli y di Y e, 
allora, per un risultato di J. L. LIONS ([4], pag. 155), per tali 
valori di yr f(x, y) appartiene a Lri(Cl(y)); inoltre, si ha: 

( / I fk y) h«fa)ri < ; c(p, q, 8) J f \\T{y) (•) 

da cui ([4], pag. 151) 

/ î_ +00 p 1—8 
( / I f(*, y) l*(te)ri<£ o(J ««*( f | u(x, y, t) MB^CB)"»" 

•(/<K/IÏHM5-

(5) 

+ 0 0 .. £. ('—9)r> +oo q Or, 1 

(/(/»•(£ i-wf*) ' (f-yiïr-N**]5-

Poniamo, poi: p' = p - f ^ , V = g? se r,<oo; in virtù délia (1) 

. l x 1 1 
xisulta: -7-h - , = 1 e, applicando la disi 

nel secondo membro délia (5), otteniamo: 

. u 1 1 
xisulta: ^ - h - , = 1 e , applicando la disuguaglianza di HÔLDEB 

(*) c(p, g, J) è una oostante che dipende soltanto da p, g, 8 ; nel seguito 
la denoteremo semplicemente con c. 
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+00 p_ Pi 1—6 

fWnr. < c [ f ( J t*P ( f I u 1P. dx^1 dtf dyj * 

[/(/*(/iïr* -̂)> 
Y 0 û(y) 

La relazione précédente è valida anche se 9-, = 00 e, per quanto 
osservato all'inizio délia dimostrazione, si puô scrivere: 

\r\\-r»**a - ^ P , a(«) 
i -e 

T * P M 

Per un lemma di J. L. LIONS ([4], pag. 151): 

(6) Il Hk r, < c H / H T (T= T(p, «, e ; L»»(Q), £«'*(Q))) 

e il teorema è dimostrato. 

4. Il senso délia relazione d'inclusione tra lo spazio Ifïr*(Q) 
e ^(i), g, 8; i/lP9(Ç), Lqiq*{Q)) puo essere cambiato se per .p e g si 
fanno ipotesi differenti da quelle del teorema I; sussiste, infatti, il 

TEOREMA II. - Se l < p , P i , PJ , g, qlt g ,^00 , p^max{pl} p,), 
g ^ max (qx, g,), 0 < 8 < 1, allora : 

T(p, g, 8; L*P*(Q), L*q\Q))=>Lr>r\Q) 

algebricamente e topologicamente, rx e rt essendo dati dalle (1). 

Allô scopo di dimostrare il teorema II, indicati con a e p i 

numeri 8 — - e 6 — - rispettivamente, scegliamo una funzione 
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reale v(t) misurabile iu (0, f- oo) e soddisfacente, inoltre, le 
condizioni: 

t*v[t) e 1/(0, -+-' oo), tW{t) e Lq(Q, +- oo), v{0) =. 1 .(10). 

Poniamo, poi: X = A -fl se r,<oo, \ = 0 ee r.=oo, a = ~~ — 
v pxv p t 8 

f 1 Y 

— r^ se r1<oo, e ^t<oc, p = - — —| se #-,=00 e r, <00, ^ = 
r i l 

= -T-Q — g se rt < 00 e rt = 00, [JL = 0 se rx = rt - - 00. 
Siano, ora, f(ac, t/) una funzione di LrirHQ) e g(a;, î/) e «(#, #, *) 

le funzioni definite dalle relazioni: 

g(x, y) = | f(x, y) |> ( [| f(ar, t/) |-« dr)" ({x, y) e Q), 

u(x, y, t) = f(x, y) v(tg[x, y)) \(x, y)e Q, t > 0). 

L'appartenenza di flar, t/) a T(p, g, 8; i/lP2(Q), Lqiq\Q)) sarà 
assicurata se proveremo che u(x, y, t) appartiene allô spazio 
W(p,g, 8; LPxPi(Q), Lqiq*(Q)). Osserviamo, quindi, che, essendo 

-H» P* £ 1 

Xp,*(u) = [J ( J ( ft^\u\^dxYdyYdtJ9 

applicando due volte la disuguaglianza di JESSEN (8), si ottiene: 

+00 P» E? L 
(7) Xp,a(u)^ [ ( f ( [t«P\u\Pdtydxfldy]p2 

" Y Q(y) 0 

(*°) Sul significato da attribuire a v'(Q e v(0) cfr. il n. 2. 
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D'altra parte, fissato quasi ovunque (x, y) in Q, risulta: 

400 î 

( jt*p i u \PMf = ii t*v(t) \\Lp i r i» -"( (i r h *»)' | * W C I 

Û(tf) 

e, quindi, sostituendo nella (7) e tenendo conto délia definizione 
di X, si ha; 

Xpta(u)^\\tav(t)\\LP^ [ ( [\f\'>dxppr^dyf* 
Y *Q(y) 

se rx < oo e 

XP,,(«) <£ Il t*v(t) ||LP [ ((sup | f if^-^dy^ 

se r, = oo. In entrambi i casi, tenendo présente la definizione di 
P-, si ottiene: 

< 8 ' ^-M^ii*Hwnt>(imk.> 

se r, < oo e 

<9> ^ P ^ M ^ I I ^ W H ^ H n i n ^ 

se r, = oo. Con metodo analogo si stabiliscono le disuguaglianze : 

<10) T f t l M ^ Il **>'(*) ||t«( H/||n . ^ 

se rs < oo e 

(11) Y,, p(«) <ii<p«'wnL*iinkr, 
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se r, = 00. Dalle (8), (9), (10), (11) si deduce che w(a?, y, t) appar­
tiene a W(p, q, 8; LPlPt{Q), L^Q)) e, inoltre, che ([4], pag. 151) 

(12) n f|| s [xp, a(u)y-*[T?q, t*)? < 11 t«v(t) ll'T6!! *>W11% Il f Ikr, 

( r = T ( p , g , 8 ; L™'(Q), £**(Q))). 

OSSERVAZIONE. - Considerata la costante c che figura nella (6) 
(cfr. anche la nota (9)) e fissato cornunque un numéro positivo 
e < c, nélla dimostrazione del teorema II si pu5 scegliere v(t) in 
maniera che risulti: 

Allora, dalla (12) si trae: 

HflIrS^lIflh* 

e per l'arbitrarietà di s: 

(13) lirilr^îll/lkr, 

5. Biprendendo, ora, le ipotesi e le notazioni del n. 2, suppo-
niamo che ̂ f l i l , sia denso sia in A0 che in Ax. Siano, poi, B uno 
spazio lineare topologico e B0 e Bx due spazi di BANACH contenuti 
in B, le due inclusioni essendo continue. Diciamo n una trasfor-
mazione lineare di A9l

r\Al in B0[)Bl soddisfacente le condizioni: 

||«(a)||^S-,||a||^f IMa) 11,,,==.-, || a 1̂  (ae^fM,). 

(") Cfr. [4], pag. 156 e pag. 157. 
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Si dimostra (i2) che la trasformazione i: si puô prolungare in 
modo unico in una trasformazione lineare e continua, che conti-
nueremo a chiamare *, di A0 •+ Ax in BQ -+- Bx ; inoltre, * è anche 
una trasformazione lineare e continua di A0 in B0 e di Ax in Bx 

nonchè una trasformazione lineare e continua di T{p> g, 8 ; A0, Ax) 
in T(p, g, 8; BQi Bx) la cui norma è maggiorata da o>0i—8w,8. 

Ciô premesso, osserviamo che, se l < p M pt, qX9 qt < oo, 
L^^JQJfl Lqiq'{Q) contiene le restrizioni a Q délie funzioni di 
©(JS'»-*'") (") e, quindi ('«), è denso sia in LPiP\Q) che in Lqxq\Q). 
Allora, dai teoremi I e II e dalle (6) e (13) si deduce il 

TEOREMA III. - Se l < p „ p , , g,, qt < o o (»), i < p 3 , p 4 , g3, 
g 4 <oo , max(p w p , )<min(p 3 , p,), max(g,, g t )<min(g 3 , g<), Q c 
Q' sono sottoinsiemi misurabili di Bm+n e w è wm trasformazione 
lineare di I / ^ Q ) f| L**iQ) tn I/'^Q*) f| L95g*(Q') soddisfacente 
le condtzioni: 

ll*WIU«s-,||/||„, IN/) 11̂ ==̂ 11/11,,,, 

{feLp^(Q)f\L^\Q))^), 

la trasformazione 7c si puà prolungare in modo unico in una ira-
sformazione lineare e continua di LPlPs(Q) -+- Lqiq\Q,) in I / ^ Q ' ) +-
-+- L***(Q'); ino Jfoa, poste 

1 1 — 8 8 
7 = -^-+^ ( * = 1 , 2, 3, 4; 0 < 6 < 1 ) , 

(li) WJ PP- 153-154. Per coraodità del lettore osserviamo che, essendo 
A9 f| -4i denso sia in A9 che in Aif n si puô prolungare per continuità in 
A9\JAt. Se, poi fl6^l0 + ^ e a = a9 + at=:a'0 +a\ con a0, a ' t e 4 ( , 
aà, o'i6i4 t , nsulta: a0 — o'0 = a'1 — a i? n(a,) — n(a'9) = n(a'ft) — nfct,), 
n(a€)-+-n(ai) = n(a'ô -*-Tc(a'i). Si puô, quindi, porre: n(a) = n{a0) + n(at). 

(l3) S)(Sffl+n) è lo spazio délie funzioni dehnite in i2«+n, ivi di classe 
C°° e a supporto compatto. 

(u) 8>[Bm+*) è denso in IflP*(Bm+n) corne si puô dirapstrare con con-
siderazioni analoghe a quelle svolte in [7], pp. '22-23. 

(i5) Se T insieme Q è limitato, questa ipotesi puô essere modificata; la 
si puô, per esempio, sostituire con le seguenti: l<g1<pJ<oo, l<g2<p2<oo. 

46) Le norme a primo membro si riferiscono agli spazi LPiP*(Q') e 
L**q'(Qf). 
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« è anche una trasformazione lineare e continua di I/ i r 8(Q) in 
Lr'r*(Q') la cUÎ norma è maggiorata da « V e w i e -

OSSERVAZIQNE. - .La tesi del teorema I I I rïmane valida se, ferme 
restando le altre ipdtesi, si suppone che l < p , , pt, qXi g 8 < o o e 
che 7T sia una trasformazione definita in LPlPs(Q) |J Lqig*(Q) la 
quale risutti lineare J e continua da LPlPï(Q) in LPsP*(Q') e da 
L«l92(Q) in Lqsg*(Q') e soddisfi le relazioni: 

\\Mf)\\P9P^o>0\\f\\plPi ifeL™(Q))> 

Il *W 11«.*^ «.Il /Il** (f « * " < « ) . 

Infatti, nel le nuove ipotesi non è più necessario assicurare la 
densità di LW(Q) f\ Lq&(Q) in LPi*(Q) e in L™*(Q). 
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