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Un teorema di unicita per un problema del tipo di Stefan
Nota di DEMORE QUILGHINI (a Firenze) (*) (*¥)

Résumé. - On démontre un théoréme d’unicité pour un probléme de Stefan
dans U hypothése que la température critique soit une fonction du point
o le changement de phase se produit.

1. Posizione del problema.
Si consideri il sistema di equazioni:

(1) Dotealm, ) =az, 8), 0 <E=T, 0 <@ < hid) (av :%?)

(2)  Dg baalw, ) =byfx, 8), 0<TI=T, M) < < X,
B)  hO)=h,, 0=h <X

@ lim a@, =), 0<I=T,

-0

(5)  lim b, )=o), 0<i{=T,

A=

(6) lim afx, {)=V¥,(x), 0<<z< h,,

t—0

(quest’ultima condizione non ha luogo se h, = 0),

() lim bz, 1) = Y,(x), hy <z <X,

t—>0
{quest’nltima condizione non ha luogo se h, = X),

(8) W, () = Wy(he) = Ulhy),

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. il 5 giugno 1963,

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del VI° Gruppo di Ri-
cerca Matematica del C. N.R. presso Distituto di Matematica « U. Dini»
dell’ Universitd di Firenze; viale G. B. Morgagni 67/a Firenze.
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) im  a@ )= lm b, = Uh{), 0 <t<T,
2 — R(t)— a ~— h(t)+

(10) ky Hm au(x, 8)—kg lim by, £) = loh(t), 0 <t<T,
+

x—R(t)— 2 ~— h(l)

nelle incognite funzioni h(f) per 0<Ii<1T, a(x, ) per 0 <t T,
0 <<ax<<h(t) e blx, t) per 0 <<t<<T, h{f) < <X, essendo f({), o(f),
¥.(x), ¥y(x) e Ulx) funzioni note dei loro argomenti mentre k,,
kg, 1, o, hy ed X sono delle costanti positive assegnate cosl come:

ks kg
(11) Da_?{: © DB—-E.

Come & noto ad un tale sistema di equazioni si perviene nello
studio di un problema del tipo di SrEraN, (cfr. [1], cap. XI,
pagg. 282-296, [2], [3] e [4]),' in un mezzo S materiale, omogeneo
e termicamente isotropo, occupante uno strato piano indefinito di
spessore X, 0 << X < oo, inizialmente nella fase o per 0 <z < h,,
se h,>0, e nella fase  per hy<<ax << X, se h,<<X, nella ipotesi
che la temperatura critica U(P) alla quale si suppone avvenire il
cambiamento di fase nel generico punto P di S sia funzione di P
tramite la sua distanza dal piano origine di S, piano che qui
abbiamo indicato come piano x = 0.

In questo tipo di problemi si ricercano soluzioni del sistema
(1)-(10) nella classe H delle funzioni R(f) assolutamente continue
per 0={=T e nella classe T delle funzioni

; *_sa(a;, D), 0 <t<T, 0<<x<h(?),
U@ D= {p, ), 0<t=T, h(t) <w < X,
continue per 0 <<t<T, 0 <ax <X, derivabili almeno due volte
rispetto ad x ed una volta rispetto a ¢ con derivate continue
per 0<ti<Te 0=ahiH=X

In questa nota dimostreremo un teorema di unicitdh per la
soluzione

kit)e H, v(x, t)e V

() T numeri in neretto ed in parentesi quadre si riferiscono alla
bibliografia posta al termine del lavoro.
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del sistema (1)-(10) nella ipotesi che la funzione Ulx), la quale
rappresenta la temperatura critica nei punti di ascissa z, sia una
funzione continua mon crescente di « e che le funzioni f{#), ¢(¢),
¥ (x) e ¥,(x) siamo tali che per le v, {)e V soddisfacenti al
sistema (1)-(10) si abbia v,(x, {)> 0.

Analogamente si pud poi procedere se Ulx) & non decrescente
e v,lx, f) <0,

Una tale condizione non & cosl restrittiva come pud sembrare
a priori, essa si verifica infatti in moltissimi problemi del tipo
di STEFAN; ad esempio si verifica, oltre che mnel caso classico
studiato da NeuMANN, (cfr. loc. cit. in [1]), nei casi studiati in ]3]
ed in [4]; la stessa circostanza, e cio® che sia wv,(x, f) > 0, si veri-
fica pure nei casi studiati in [5] pur avendosi ivi condizioni al
contorno diverse da queste.

2. — Dimostrazione del teorema di unicita.

Per il sistema (1)-(10) sussiste il seguente teorema di unicita:
Se U(x) é una funzione continua mnon crescente e le funzioni
v(x, t) e V che soddisfano al sistema (1)-(10) sono tali che v.(x, t) > 0,
x == h(t), allora la soluzione :

htye H, v, eV

del sistema (1)-(10) & unica.

Supponiamo infatti, per assurdo, che il sistema (1)-(10) ammetta
le due soluzioni distinte

oy, 8), 0 <Et=T, 0<z < hyd),

O ke, 0=t=T o D=1y .y 0<t=T, hit)<z<X,

v(x, ) e V, vz, t) >0, v3=h(f).
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aglx, t) 0 < i=1T, 0 <<ax<hyt),

(D) Ii)e B OSEST, o, = lo'0" ) 0 =42 1’ ni) o X

vy(x, ) € V, vy.(x, £) > 0, w3 hy(t)

Se le soluzioni (I) e (II) sono tra loro distinte deve necessaria-
mente esistere, tenuto conto anche della (3) e della continuita
di k() e di hy(f). almeno un valore ', 0 < ¢ < T, tale che h(t)3=

== ht).
Supponiamo infatti che per ogni ¢ e [0, T] sia h,(t) = hy(f) = h(?).
In questa ipotesi, tenuto conto che il sistema:

Dy ol §) = auar, B), 0 <Et=T, 0 < < h(t),
a0, H)=flt), 0 <t=<T,

alkt), 1) = Uh(H), 0 <t=<T,

alx, 0)=¥,(x), 0 < z<h,,

supposte note le funzioni A(tf) e U(h(!)), ammette una sola soluzione
nel campo delle funzioni continue e derivabili, con derivate con-
tinue, cosi come il sistema:

Do, )= b, ), 0<t=T, hif) < x < X,
b(h(t), t) = Uh(t)), 0 < t=T,

bX, §) =olt), 0 < t=<T,

blw, 0) = Y,x), b, <z < X,

(cfr. [6], Ch. I, n° 1, pagg. 315-317, Ch. II. ni 17-18, pagg. 370-374)
segue immediatamente v,(x, {)=wv,(x, {), 0 <I=T, 0==x=X.

Cid premesso sia ¢/, 0 <t << T, tale che h,(t)3=hel) e suppo-
niamo, ad esempio, che sia k() < h,(t').
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In questa ipotesi, tenuto conto della continuita di k,(f) e di k,({),
esistera un infervallo di ampiezza finita A{" intorno « ¢’ e interno
all’intervallo [0, T], per il quale si ha:

hy(t) < hy(t), te AY .

Da qui, tenuto conto che U{x) & una [funzione continua non
crescente, segue:

Ulh(t) = Ulhy(t)), t € AL,

quindi, tenuto conto della continuith di »,(x, ) e di w,x, ). che
VA2, B >0, xEh() vy.(lx, ) >0 x3f=h,(), e che, in forza
della (4) e della (5), & v,(0, {) =2,(0, £}, v,(X, t),=1v,(X, t) mentre
per la (9) &:

o,(h(8), 8) = Ulh(2)), vs(halt), 1) = Ulhy(2)),

segue, per ogni { e Al/, 1’esistenza di un intorno (x'(f),x"(f)) soddi-
sfacente la limitazione :

(12) 0<2(f) < hy(t) < hy(t) < x"(H) =X

per il quale, posto:

(13) 70(93, t):v,(w, t) —'v,(x, t)a te [O’ TJ) X € [03 X],
si ha:
(14) wiz, § >0, te At, 2/(f) <z < 2(H).

Cid premesso distingniamo due casi: o per ogni te[0, ¢] e
per ogni x [0, X] & w(x, {)=0, oppure :vi sono delle coppie di
valori (x, ) x € [0, X] e te[0, ¢], per le quali si ha wix, #)<O0.

Nel primo caso, e cioé per w(x, #)=0, te[0, ¢], xel[0, X],
uotiamo che non pud esistere alcun valore ¢ € [0, '] tale che h,(")>
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> h,(t") che altrimenti, ragionando come per stabilire la (14), esi-
sterebbero dei valori di « e [0, X] tali che w(x, ") < 0.
Nel primo caso avremo percid

(15) ) =hy(8) tel0, t']
Cid premesso si consideri la funzione di ¢

b¢
(16) Ity = [fm(m, t)dux

0

Tenuto conto anche della (14) avremo:
(17) Iit') > 0.

D’ altra parte dalla (16) si ha
dI(t) 3
W :]mt(x, t)dx,
0

e quindi, tenuto conto della (15), della (I) e della (II), ricordando
la (13) oltre al fatto che wv,(x, ) e v,(x, ?) soddisfano al sistema
(1)-(10), si ha:

Ty (t) X ()

'(%ﬂtﬂ = Da falm(w, t)dx -+ Dgfbizx(w, t)dx - Da [a’zr:r(x’ t)dx -
0 ha(t) 0
X

- DB[bzxx(xr t)dx'

0

Da qui, integrando per parti, ricordando la (10) sia per
V., t) che per v, (x, f), tenuto anche conto della (11) si ha:

——~ =—Dov,(0, ¥)+ D,v,.(0, ) + Dpv (X, t)— Dg v, (X, ¥+
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l

<[t — Rut),

ed anche infine dalla (13)

%ﬂ = — Dyw,0, t) + Dg wy(X, t) + % Dinlt) — Boft)]

Da qui, tenuto conto che I(0) = 0, otteniamo infine

tr t
(18)1(t) = — D, j w0, t)dt + Dg j WX, t)dt + %[h,(t’) — (£
0 0

Ma essendo w(0, {) = w(X, {)=0 e w(x, {)=0, 0 <=z =X, avremo
w,(0, )= 0, w, (X, {)=0, percid dalla (18), ricordando la (3) e che
h,(t) << hy(t'), segue:

1) < 0

contro la (17). Percid nel caso che risulti wiz, {}=0 per t [0, T]
« € [0, X] non pud esistere alcun valore di £ e [0, T] per il quale
risulti h,(2) << hy(?).

Quindi se h,(f') <hy(#'), 0 <t < T, potra al pin verificarsi il
secondo caso. Esisteranno cio# delle coppie (x, t) di valori, z € [0, X],
te [0, ], tali che w(x, t) < 0. Consideriamo allora, nel piano w, i,
il rettangolo definito dalle limitazioni 0 = <X, 0=<{= T, tenuto
conto anche della (14) vi saranno in questo rettangolo delle
regioni B di punti P = (, t) tali che w(x, {)=0 e delle regioni R
di punti P = (x, t) tali che w(x, )<< 0. Dalla continuitd di w =
— v, — v, segue poi che le regioni R sono separate dalle regioni R
da linee continue nei punti delle quali & w =0.

Fissato £e€[0, T] si consideri sulla caratteristica ¢ 1’insieme
g = g(t) dei valori di x e [0, X] per i quali & w(x,{)=0. Un tale
insieme g({), intersezione della caratteristica ¢ con le regioni R,
se non & di misura nulla, sarh costituito, oltre che eventualmente,
da un insieme di punti di misura nulla, da intervalli [z, a,].
0 <=2, = «,(t) < x, = x,(t) = X per ognuno dei quali si ha

wx, H)=0, ri=x<x,,
(19)
w(x,, t)=wlx,, {)=0.
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Osserviamo inoltre che per quei valori di {e {0, T'] per i quali
¢ h, < h, delV’insieme g(f) fa parte, come segue immediatamente ragio-
nando come per stabilire la (12) e la (14), anche un intervallo del
tipo (2'(f), «"(f)) definito dalla (12) e dalla (14). Viceversa, e per
rendercene conto basta ragionare in modo analogo. per quei va-
lori di e [0, T] per i quali & h,<<h, esiste tutto un intorno
(a t), ac"(t)) 0 <a'(t),<< hy(t) < h,(t) < 2”(t)=< X tale che w(x, t)<0
per x'(t) <x < z'(t), e pemlb un tale intorno (x'(#), «”()) non fa
parte dell’insieme g({).

Al variare di ¢ e [0, T]le curve di equazione x = x,(f) © &= a,({)
sono necessariamente continue dovendo separare le regioni R
dalle regioni R. Cid premesso costruiamo la funzione

(16), G(t) = f Wiz, t)dx
9(t)

Tenuto conto della (14) avremo poi:
17, G(t) > 0.

Operiamo adesso sulla funzione G{f) come abbiamo operato
sulla funzione I(#). Ricordando 1’osservazione fatta sopra, per
quei valori di ¢£e€[0, T] per i quali & h,() < h,() avremo:

@) 20— D (10) + DWlatt) + STn(h) — e,

avendo indicato con W_(x,(?), {) e W,(x.(f), ) i contributi recati

t . .
a —‘%—)d W,(, t) rispettivamente nei punti di ascissa z,(f) e nei
punti di ascissa a,(f) e con D il coefficiente D, o il coefficiente Dp

a seconda che x,(f), (x,(¢)), @ minore di k,(f) o & maggiore di h,(?).

Invece, sempre ricordando 1’osservazione fatta sopra, per quei
valori te [0, T| eer i quali & hy << h, si ha:

ditt) = DWx(x’(t)’ t) + DWx(xz(t)a t)7
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con lo stesso significato per i simboli. Da quest’ ultima e dalla (20),
tenuto conto che h,(f) ed h(?) sono funzioni assolutamente continue

e che f [(f) — hy(#)]dt esteso all’insieme dei valori di ¢ e [0, #'] per
t’

i quali & h, < h, & uguale a[[fol(t) — hy(t)]dt, segue:
0

t t

G(t')= — D[Wx(x,(t), t)dt + Dfo(xg(t, t)dt + %[h,(t') - hy(t)]

Da qui, tenuto conto che in forza delle (19) & W,(x,(¢), {)=0 e
Walx,(t), =<0 e che h (') <h,t') segue

G(t) <0

contro la (17),. Percid anche in questo secondo caso mon pud
esistere alcun valore di £e[0, T] tale che h(f) <hyf). Analoga-
mente si prova poi che non esiste alcun valore di Ze [0, T] tale
che h,(t) > hy(t).

Percid & necessariamente k() =h,(t), t€[0, T] Da qui e dalla
osservazione fatta all’inizio di questa dimostrazione segue il teorema.
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