
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Guido Gotusso

Moti principali in un sistema con due
gradi di libertà.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 18
(1963), n.3, p. 222–229.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1963_3_18_3_222_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1963_3_18_3_222_0
http://www.bdim.eu/


Moti principali ia uu sistema con due gradi di libertà

Nota di G-TJIDO GOTUSSO (a Milano) (*) (**)

Sunto. - Si veda: Introduzione.

Introduzione. - Scopo délia presente nota è di mostrare corne
la nozione di moti principali. estesa da EOSENBERG (*) a sistemi
con due gradi di libertà a carattere non lineare, possa estendersi
a sistemi affatto generali con due gradi di libertà purchè olonomi
e con sollecitazione attiva conseryatiya.

Per comodità del lettore si richiamano i risultati che hanno
condotto alla nozione di moti principali nel caso di sistemi lineari.

1. Un sistema con un grado di libertà e sollecitazione di
richiamo lineare présenta frequenze proprie indipendenti dalla
ampiezza. Se la sollecitazione di richiamo non è lineare, esistono
generalmente ancora oscillazioni proprie in numero discreto, ma
la frequenza dipende dall'ampiezza. In luogo del tradizionale dia-
gramma di risonanza se ne ha allora uno in cui le spine dorsali
sono curve anzichè rette.

2. Quando si considerano sistemi con due gradi di libertà, lo
schema dell'oscillatore armonico yiene sostituito dallo schema
seguente :

e i
i

Xi XZ

(*) Peryenuta alla Segreteria deirTI.M.L il 30 aprile 1963.
(**) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di Eicerca

Matematica n. 16 del C. K B.
f1) EOSEKBERG, Sur le prblème des valeurs propres dans le domaine

non linèatre, «Centre de Hech. Scient, et Maritimes», 25-11-60.
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e, se Ie ascisse di Qv e Q2 si contano a part i re dalle r ispet t ive
posizioni di equilibrio, dette ml e mt le masse e posto

(1) x = xly/ml ; y = x%\m%

esseudo lineari Ie caratteristiche délie molle, si ha per il poten-
ziale U:

(2) ü = ^(ax2 -h2bxy-*-cy2)<0 ; ac — b2 <0

ed esistono, in corrispondenza a opportune condiziom iniziali, due
moti, detti principali, cosï espressi :

(3)
x = A sen(ojjf H- ocj / x = C sen (wjÊ -h at)

| /-5sen(o),^ -f aj \ j / = D sen (wxf -+- a2)

dove ±Wj e ±OJ2 sono soluzioni, sicuramente reali, delV equazione :

(4) w4 -+ (a 4- c)w* H- ac — fe2 = 0.

I l problema puö anche interpretarsi con quello del moto del
punto-immagine P{x, y) nello spazio bidimensionale, che è il piano
x, y. P e r il principio di H Ö L D B R (BULERO-MAITPERTUIS) , le traiet-

torie di P sono le curve per le qua l i :

(5)

(5') ds2 = dx2 -h dy%

mentre, successivamente, la legge oraria di P si trova, ad esem-
pio, con l ' intégrale del l 'energia utilizzando il legame ora trovato
fra x e y.

Bbbene: è noto che ogni traiettoria di P è in terna alla curva
(ellisse):

(6) axt -h 2bxy + ^ + 2 1 = 0

dove E è Tenergia totale; Ie traiettorie corrispondenti ai moti
principali (3) sono gli assi dell'ellisse (6). Nei moti principali si



224 GUIDO GOTUSSO

ha periodico passaggio di P per il punto 0, il che vuol dire che
Qx e Qt passano periodicamente insieme per Ie loro posizioni di
equilibrio (stabile). Solo per sistemi con un grado di libertà l'oscil-
lazione libéra passa necessariamente per la posizione di equilibrio :
quando vi è piti di un grado di libertà la configurazione di equili-
brio non viene, in generale, piu assanta dal sistema durante il
suo moto oscillatorio.

Notiamo ancora che, nel caso generale, Ie traiettorie di P sono
curve di LISSAJOTJS, O, eccezionalmente, diametri dell'ellisse (6).

3, Una notevole semplificazione formale si ha quando il sistema
parte dalla quiete, ossia quando si pone

(7) p e r f ^ O i = 0 ; ^ = 0

In questo caso, in un moto principale, P ripassa periodicamente
per 0 e raggiunge, quando si annulla la velocità, la ellisse (6) su
cui sta inizialmente, dipartendosene in direzione normale, come
appare ovvio esaminando, ad esempio, il moto incipiente di P.
Anzi, questo fatto non è legato alla linearità della forza di richia-
mo, ma unicamente alla presenza di uu potenziale. Se il moto
non è un moto principale, ma tuttavia valgono Ie (7), la traiettoria
di P parte ortogonalmente dalPellisse (6)v, (o, meglio, dalla curva
equipotenziale che ora la sostituisce) e, doyendo d'altronde passare
per 0, non è più una retta, ma una curva vera e propria.

4. Se le molle non hanno caratteristiche lineari, ROSENBERG (2)
ha mostrato che è ancora possibile parlare di moti principali. e
ciö, in breve, con le considerazioni seguenti.

In questo caso le equazioni di movimento sono:

e, ponendoci nelPipotesi espressa dalla (7) F integrale delPenergia
si présenta cost

(9) ±(z? + y*)-U=-Ut.

(2) 1. o.
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La linea

(10) U= Z70

non è più una ellisse, ma un generico oyale, e da essa si stacca
il punto P ortogonalmente, descrivendo una traiettoria estremale
deirequazione:

(11)

II EosEïfBEBG-, seguendo una yia quanto mai naturale e spon-
tanea per generalizzare, definisce, a questo punto, i moti princi-
pal! del sistema imponendo alle corrispondenti traiettorie di P
Ie condizioni seguenti: essere geodetiche délia superficie di
metrica:

(12) ds2 = ( U — TJ,)(dx* + dy")

e, inoltre, tagliare ortogonalmente la (10) e, infine, passare per 0,
punto-immagine della configurazione di equilibrio. Queste linee,
dette soYente linee modali, generalizzano gli assi della ellisse (4),
ad essi riducendosi nel caso lineare,

5. È a questo punto ciie ritengo si possa, con una lieve modi*
fica della definizione del KOSEKBEBG. estendere la nozione di
moti principal! non solo a sistemi del tipo considerato sinora,
con molle a caratteristiche generalmente non lineari, ma a gene-
rici sistemi olonomi con due gradi di libertà e sollecitazione
attiva conservatiya.

Se ql e (f sono coordinate lagrangiane tali che ql = q2 — 0 sia
posizione di equilibrio stabile, detto U{qlq*) il potenziale, risulta:

(13) ( | ) o = O (k = l, 2)

e porremo inoltre:

(14) 17(0, 0) = 0.
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Detta T l'energia cinetica, sarà: (3)

(15)

e Ie equazioni di movimento sono Ie seguenti:

(16)

-x * 2 1 ••-.n i ï q l + 2 l i s i qiqt+ \

mentre fra Ie condizioni iniziali annoveriamo Ie seguenti:

(17) per t = 0 q1 •= 0 ; g2 = 0.

Ciö premesso, si consideri sulla superficie {(^(f) delle configu-
razioni la curva

(18) U= ün

e, poichè vale l'intégrale dell'energia:

(19) T-U =17,

Ie traiettorie di P hanno gli estremi sulla (18). e possiedono
equazioni, nel paramètre» t, del tipo:

(20) ql = q\t) Î «' = ?'(*)

e che possono anche oftenersi come estremali d' azione da :

(22) ds' = ahhdqhdq" (h, k = 1, 2).

(3) Si impiega la notazione tensoriale con tutte Ie convenzioni che essa
comporta.
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La direzione di una traiettoria in un suo punto è individuata
dai parametri di direzione :

e doye la traiettoria taglia la (18) si ha per Ie (20):

1' ultimo passaggio essendo conseguenza della (16) e il penultimo
essendo giustificato dalla regola dell'Hôpital.

Ma poiehè dalla (18) segue:

(25) Ulhdqh = 0

si yede che la direzione di una traiettoria e la direzione (f̂ V2)
della tangente alla (18) soddisfano alla condizione di perpendico-
larità:

(26) *V»=0.

Si pub dunque concludere che, per un generico sistema con
due gradi di libertà (che differisce da quello non lineare del n. 4
perche ora la metrica è generica, mentre cola era isoterma) pos-
sono definirsi i moti principali corne corrispondenti a curve della
superficie delle configurazioni (di metrica (22)) estremali della (21),
ortogonali alla (18) e passanti per 0, punto-immagine delPequili-
brio. Questa conclusione vale qualunque sia il numero dei gradi
di libertà.

6. Si puö mostrare che è possibile avyicinarsi di piu al caso
del § 4, e parlare di geodetiche anzichè di estremali generiche Ma
questo è possibile solo nel ca^o di due gradi di libertà.

Osserviamo infatti che la metrica (22) puö sempre porsi in
forma isoterma, usando opportune coordinate se, y, talchè la (22)
assume Paspetto seguente:

(27) ds2 = A{x, y)(dx* -+- dy*).
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Potremo allora definire moti principal! quelli Ie cui traiettorie
sono:

a) estremali di:

(28) 8 / VA(Ï7— U0)dS=0

dove dS ha forma euclidea;

b) normali alla curva (18) del piano x, y;

c) passanti per 0.

La condizione b) segue dal fatto che si ha:

öÊo tto öto rto

e pertanto la:

dx dy

trae seco:

Non è fuori luogo notare che Fidea del EOSENBEBG, di defi-
nire, nei casi da lui studiati, i moti principali come moti caratte-
rizzati^ fra l'altro, dall'essere estremali del problema variazionale
sopra riportato, offre il vantaggio di assicurare implicitamente
Tesistenza di tali moti, in quanto il problema variazionale con
un estremo variabile, per il quale si richiede come oondizione
all' estremo una condizione di trasversalità, è un ben noto proble-
ma trattato da COURANT, il quale ha mostrato che esistono sempre
due soluzionij corrispondenti alle due geodetiche passanti per 0 e
aventi, fra gli estremi giacenti sul contorno, la più grande e la
più piccola lunghezza. Di qui il nome di problemi massimo-mini-
mo che viene talvoltc usato.



MOTI PRIKGIPAT.I IK TJN SISTEMA CON DUE GBADI Dl LIBEETÀ 229

Si devono ancora fare due osservazioni. La prima, che si puö
anche ragionare sulla superficie 2 di metrica:

e definire moti psincipali quelli Ie cui traiettorie sono:

a') geodetiche di - ;

b') normali alla curva [/ = Uo di 2, su cui la metrica si
annulla ;

cf) passanti per 0.

La condizione b') segue dal f atto che :

cosicchè nella curya ZJ— Z70 Ie deriyate ai (U— UQ) si annullano
insieme a quelle di Z7, e si puö cosï estendere Posservazione che
porto alla (26).

Si rede dunque che è possibile estendere la nozione di moti
principali a sistemi affatto generici, operando come nel caso di
un doppio oscillatore con molle non lineari, (cioè come fa il üo-
SENBEEG) ma sostituendo alla funzione U—Uo la funzione A(£7— ZT0).
ciö perö, dopo avere scelto coordinate isoterme.

E qui interviene la seconda osseryazione, e precisamente che
questo modo di procedere è possibile per n = 2, ma non gênerai-
mente per n > 2, cosicchè la presente estensione dei risultati del
EOSENBEKG è generalmente possibile solo per due gradi di liberta.


