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Su alcuni teoremi di media in magnetofluidodinamica
nel caso stazîonario

Nota di OATALDO AGOSTIKELLI (a Torino) (*)

Sunto. - Si stabihscono délie formule che esprimono altrettanii teoremi
media per i moti magnéto flutdodinamici stasionari.

t. Le equazioni délia magnetofhiidodinarnica, quando si t r a -
scura la corrente di spostamento in confronto délia corrente Ai
conduzione, col ben noto significato dei simboli sono (*)

rot H=I

div B — 0

(1) B ^

dv
p-rr=I/\B-hpF — grad p H- (lf H~ [/) grad div i;-f-fJt.'A2u

| - 4 - d i v (pu) = 0 ,

dove la conduttività elettrica y e la perméabilité magnetica pr

noncliè i coefficient! di viscosità 1', \K', si suppongono costanti.^
Nel caso di moti magnéto fluidodinamici stazionari si ha

rot E — 0, e dalle prime cinque délie equazioni (2) si ricava per
il campo magnetico Pequazione

(2) A 1 i / = T ( i r

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'TL M. I. il 29 aprile 1963.
(l) Cfr. C. AGOSTINBLLI, Problemi di Magnetofluidodinamica, ecc. « Aiti

del Simposio sulla Magnetoflnidodinamica », Bari 10-14 gennaio 1961,
zioni Cremonese, Roma).
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Cosï pure 1' equazione del moto e quella di continuità diventano

<3)

(4) div(pi>) = 0,

^essendo T H e -z-p- omografie yefctorali che rappresentano Ie deri-

vate rispetto al punto P dei vettori v ed ƒƒ.

2. Ciö premesso consideriamo, nell'interno del campo occupato
dal fluido, un dominio sferico S, con centro in un panto qualsiasi
P o , limitato da una superficie sferica er di raggio rG arbitrario,
« integriamo ambo i membri della (2) rispetto al volume sferico
JS. Si na cosï

<5) f à2H' dS = Tfx f rot (Hf\v)> dS.
s s

Ora, per Ie formule preliminari di GREEN, risulta

S a a

ƒ rot (H/\v)-dS = ƒ n A {H/\v)-de
S G

nelL'ultima delle quali n è il versore della normale esterna alla
superficie sferica a. Sostituendo nella (5) si ottiene

A (// A »)(6) —^ fm° = YjA ƒ n

Appliohiamo ora alla sfera S la formula di

( ^ )
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dove U è funzione finita e continua colle derivate prime e seconde
in tatto il dominio che si considéra. Essa sussiste anche nel caso
in cai U è an vettore, e poichè r è ora la distanza di un punto
P dal centro Po délia sfera S, quella formula diventa

Ponendo in luogo di U il yettore H che rappresenta il campo
magnetico, e tenendo conto délia (2) si deduce

( l rot (H A p)d8.
G S

Ma

ƒ -r rot ( H A v)dS = [rot ( \ H A i>) dS - ƒ grad \ /\(H /\v)-dS =
s s s

/\{H/\ v)da - ƒ grad - ^

Sostituendo nella (8). e semplificando^ avendo riguardo alla (6),
i ha infine

A~J //da ^ Ta ƒ grad J A (M

che esprime un teorema di media per il campo magnetico.

3. Integrando ora ambo i membri dell' equazione (3) del moto
rispetto al yolume délia sfera fif, otteniamo

(10) f?%V'dS = V-\^H* dS - ƒgrad [p+\ \>M*\ • dS -h fpF- dS
s s s s

r r
-h (k' -h u.') J grad div vdS-t-y.' I A2t;.dS.
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Avendo riguardo all'equazione (4) di continuità, se si indicano
con xt, x2, x3 Ie coordinate cartesiane del punto P} e con vx, vit

vz Ie coniponenti del vettore v risulta

dv | dv | d , .

e quindi, per Ie formule di GATJSS,

/ o jpvdS= j pvXn*V'd

Analogamente, essendo div i / = 0 , si lia

f^j§H-dS

S

V equazione (10) diventa pertanto

ƒ {* /* / 1 \ r

pvXn'V'dc—i*. j Hxn-Hda— j fp -i- ̂ üAndc -*-lpF'dS
S

div vnda •+- !*':r- ƒ

S

Applicando d'altra parte la formula (7') di &REEW al vettore
;, si ottiene

Ma sostituendo in luogo di k%v il valore che si ricava dalla
(3), si ha

(13)

- —, pF y^- grad div i; J dS.
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Con facile calcolo si vede che risulta

T &Jr
- ~ f püxn-u-dff — i pvx grad - -vdS

S

r dP : - Hxn-H'dc-
G S

2

• H-dS

j - grad div vdS = — / dïv v*nd<s — f divü-grad - dS.
G S

Sostituendo allora nella (13), e quindi nella (12), e senxplificando,
teuendo conto délia (11), si ottiene

(14) (J?o)=-r vdc H - - , / püXgrad- -v-dS —
' a J \* J r

S

' f 1
ƒ div ü.grad - .dS,

che esprime un teorema di media per la yelocità in un punto P o

del campo di moto.
Nel caso di un fLuido incompressibile di densità p0, e in assenza

di forze di natura non elettromagnetica (F—0), la (14) diventa
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più semplicemente

(15) ±MPo) = 4 ; j "da + ^ J üX grad \

- £, / /Jxgrad J

4. O s s e r v i a m o che la (11), r i s o l u t a r i s p e t t o a l l ' / l p - » - ^

er

fornisce il risultante délia pression e totale sulla superficie <r. Essa
è valida qualtmque sia il dominio S, salvo la modifica delPultimo
integrale, e puö comprendere anche tutto il campo in oui si nmove
il fhiido-

In questo caso, se supponiamo che il fluido elettricamente con-
duttore sia contenuto in uu recipiente limitato da una parett*
rigida c, perfettamente conduttrice, al limite su <r dovremo avere-

vxn — 0, Hxn = 0,

e in tal caso la (11) porge

(16) J (p+lvH^nd^

= j pFdS -4 (X' H-JJL') / div vndv -+- u.' / — d<*.

S a S

Se più in particolare il fluido è non viscoso e le forze di massa
non elettromagnetiche sono nulle, si ha che il risultante délie
pressioni totali sulla superficie limite G è nullo.

È facile dimostrare ancora che insieme alla (16) sussiste Tequa-
zione dei momenti (2)

(2) Si osservi che risulta (P—0) / \ AB»=A2[(P—0)A»)]—2rot o, e quindi

f(P-Q) A A2 vdS = J ^ [ (P - 0) A v)d3-2jn A «•* =
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(17) J (P - 0) A (p + \ v-
a

/ ( P - 0 ) A p / V ï S + (X' -4- [/.') j ( P - 0) A d i v i ; * n d f f

5 J

dove 0 è un puiito fisso.

5. Un altro teorema di media si puö stabiîire per il vettore-
vortice. Invero Fequazione (3) del moto si puö scrivere

rot v f\ pv — [A rot ƒƒ A H — grad p — g p grad

(X' -h p') grad div v -H [

prendendo il rotore di ambo i membri, e ponendo rot i; =r OJ, si
ricava

A8o> = -, rot (w A pü) — -/ rot (rot H f\ h)+

-h ^—, grad p A grad v* — -, rot (p/).

Con procedimento analogo a quello dei numeri precedentir

sempre con riferimento ad una sfera S di centro Po e raggio rGr

si deduce

(18) 4™( Po) = — / ojdcr -+- S~T— / grad p A grad v2-dS —
a S

~ 2[? / r g r a d p A d^dS
S
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[grad l A (rot H A H)dS - ^ ƒ grad l- /\ ?F -dS

esprime un teorema di media per il vortice.
Wel caso di un fluido incompressibile e in assenza di forze di

massa non elettromagnetiche si ha più semplicemente

(19) 4™(P0) = ^ ƒo>dc -+- ̂  j grad ^ A ("> A ü)dS ~

- ^ ƒ grad ~ A (rot ƒƒ A H)-dS.

6. Nel caso di piccoli movimenti di un fluido incompressibile
^soggetto a un campo magnetico uniforme / / 0 . supposto che il campo
magnetioo indotto h sia molto piccolo, trascurando i termini di
x>rdine superiore al primo rispetto a v ed h, e supponendo nulle
le forze di massa non elettromagnetichej le equazioni (2) e (3) si
riducono aile seguenti

<20) A,h = TU rot (fl0 A v)

<21) ^ rot h A //o — g™ d p H- [A'A8I; = 0

«on diy v = 0 e div A = 0.
Dalle (20) e (21) con procedimento analogo a quello dei numeri

precedenti si ricaya

(22) 4TTA(P0) = ^ ƒ hde -h TH. ƒ grad \ /\ ( ƒƒ, A »
° S

(23) 4^(P0) = i - [©da + i ƒ p grad ^ dS -
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Inoltre, prendendo ora la divergenza di ambo i membri délia
(21) si ha

(24) A,(p+-f*Ax//o) = O,

cioè la p -h \t.hxH0 è una funzione armonica, e si ha senz'altro
un' altro

(25) (p H- phxffo)po=

corne conseguenza del teorema délia media di GATJSS.


