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Su aleuni teoremi di media in magnetofluidodinamica
nel caso stazionario

Nota di CaraLpo AosTINELLI (a Torino) (¥)

Sunto. - Si stabiliscono delle formule che esprimono alirettanti teoremi d#
media per ¢ moti magneto flurdodinamici stazionari.

I. Le equazioni della magnetofiluidodinamica, quando si tra-
scura la corrente di spostamento in confronto della corrente di
conduzione, col ben noto significato dei simboli sono (?)

rot H=1

B
— %

diVB:O
(1) B=uvH
=y(E+vA\B)

d
Pd_:; = I\ B+ oF — grad p + (' + p’) grad divo-+p/'Ap

rot E —

;)—i—e— div (pv) = 0,

dove la conduttivityh elettrica y e la permeabilith magnetica g,

noncheé i coefficienti di viscositdh 1, p’, si suppongono costanti.
Nel caso di moti magneto fluidodinamici stazionari si ha

rot E=0, e dalle prime cinque delle equazioni (!) si ricava per

il campo magnetico I’equazione

@) A H = yurot (H A\ v).

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. 1. il 29 aprile 1968.

(t) Cfr. C. AGOSTINELLI, Problemi di Magnetofiuidodinamica, ecc. « Altx
del Simposio sulla Magnetofluidodinamica », Bari 10-14 gennaio 1961, (Edi--
zioni Cremonese, Roma).
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Cosi pure 1 equazione del moto e quella di continuith diventano

dv dH
3) PaT_—,v:.um;H—grad(p—;—;ng)

+ oF + (M + p)grad dive+u/Ap
(4) div (pv) =0,

dv d
essendo qP © ? omografie vettorali che rappresentano le deri-

vate rispetto al punto P dei vettori v ed H.

2. Cid premesso consideriamo, nell’interno del campo occupato
dal fluido. un dominio sferico S, con centro in un punto qualsiasi
P,, limitato da una superficie sferica « di raggio », arbitrario,
e integriamo ambo i membri della (2) rispetto al volume sferico
S. Si ha cosi

{5) /‘AzH'dSZY‘lL [rot(H/\ v)-dS

S S

Ora, per le formule preliminari di GREEN, risulta

[AHdS [—dc_d'ra[Hdc
N

frot (HAv)-dS = /n ANH A v)-ds
S G

nell’ ultima delle quali n & il versore della mormale esterna alla
superficie sferica o. Sostituendo nella (5) si ottiene

(6) dira[HdG:w/"/\(H/\ v)-do

Applichiamo ora alla sfera S la formula di GreEN

1
d-

1d0 1
(7) 4 U(Po)—/( Udn)dc {; AT-dS,
S
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dove U & funzione finita e continua colle derivate prime e seconde
in tutto il dominio che si considera. Hssa sussiste anche nel caso
in cai U & un vetfore, e poiché + & ora la distanza di un punto
P dal centro P, della sfera S, quella formula diventa

, t d 1 8,
G 4w U(P) = amflmmhr—?;fmc - /ir—dS.
o S

Ponendo in luogo di U il vettore H che rappresenta il campo
magnetico, e tenendo conto della (2) si deduce

1 d 1
7y d'ro+ r?

)/Hdc—w[—_ rot (H A v)dS

o S

®  aHP)=(;

Ma

f%rot (H 7 0)S = rot (1 H A v) ds —/grad L AH A v)-d8 =
S S

S

1
=& [ A (H A oo — [ grad ; A (H A 0)-d5.
S

o

Sostituendo nella (8). e semplificando, avendo riguardo alla (6),
si ha infine

1/ ' 1
4=HP,) = ]Hdcr + Ylu./grad N\ (H A v)dS
Gc S’
che esprime un teorema di media pexr il campo magnetico.

3. Integrando ora ambo i membri dell’equazione (3) del moto
rispetto al volume della sfera S, otteniamo

(10) [p apY dS—pc dPHdS [gradp+— mH~) dS+[deS+
5

+ (A + ) [grad divy-dS + v’ [sz-dS.
] S
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Avendo riguardo all’equazione (4) di continuith, se si indicano
con x;, %,, %, le coordinate cartesiane del punto P, e con wv,, v,,

v; le componenti del vettore v risulta

v 3
»_ 5

duv
Papv= 2 2 o= 2 5, 00

e quindi, per le formule di GaUss,

d ~
f_o d—%v-dS:j po<n-v-ds.
S 9

Analogamente, essendo div H =0, si ha
d
[ HH dS—/HXn-H-dc.
G
I/ equazione (10) diventa pertanto

(11) eoxn-v-do=y | Hxn-H-do— p+1y.f12 nds + [oF.dS -+
2 S

+ (N« y!)fdiv v-nds + “/d%_j vds.
(22
2}

G

Applicando d’altra parte la formula (7’) di GREEN al vettore
v, si ottiene

12) 4np(P) = 'r dr r2 f vde — [ Ap-dS.

Ma sostituendo in luogo di A,v il valore che si ricava dalla
(3), si ha

1 141 do wdH_ 1 1
(13) J;AzwdS:[;z?pgl—,v—?a?Hq—}—L;grad(p-f-éy.H’)-—
S

1 N
— o — 7 d di ds.
" oF T gra 1vué
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Con facile calcolo si vede che risulta

1 d 1
fr pd;v dS._—gJ pvxn-v-da--Jpvx grad;-v-ds
S o S
1 dH 1 1
jl;aP—H'dS':/r_(;/HXN'H'dG—/H\(gI‘ad;°H'dS
S [ S

1 1 1
.{;grad(pa—éuH)-dS:}—c [(p—l-é\uﬂz) ode —
s

1 1 5 1
[;_ grad div v-dS:r—[div v-nds —/div v-grad;dS.
S o S

Sostituendo allora mnella (13), e quindi nella (12), e semplificando,
tenendo conto della (11), si ottiene

1 1 1
(14) dny(P) = /vdc + — [pvxgrad - .p-dS —
735 e 1
S

a

7 1
— &?‘/‘HXgrad; H-dS +
S

é[(p—l—ykﬂ’ grad* «dS + -, l[ldeS——~/deS]

PSSR 1
/ div p-grad p, -ds,

S

=

che esprime un teorema di media per la velocitd in un punto P,
del campo di moto.

Nel caso di un fluido incompressibile di densitd o,, e in assenza
di forze di natura non elettromagnetica (F=0), la (14) diventa
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pilt semplicemente

1 1
(15) dnp(Py) = ;2(—7} vdo + \%‘3] ngrad; ~vdS —
o S
. 1 1 1 1
— .;'.,/ H><grad ; -HdS + ;,/ (p +35 p.Hg) grad; -ds.
S S

4. Osserviamo che la (11), risoluta rispetto al]’v/ (p + % ;LHz)ndc,.
a

fornisce il risultante della pressione totale sulla superficie s. Essa
¢ valida qualunque sia il dominio S, salvo la modifica dell’ultimo
integrale, e pud comprendere anche tutto il campo in cui si muove
il fluido.

In questo caso, se supponiamo che il fluido eleftricamente con-
duttore sia contenuto in un recipiente limitato da una parete
rigida o, perfettamente conduttrice, al limite su ¢ dovremo avere

vxXn=0, Hxn=0,
e in tal caso la (11) porge

(16) | (p o 1) nis =

e}

= /deS + +y¢’)/div v-nds + y'] g—:’; do.
S ] S

Se piu in particolare il fluido & non viscoso e le forze di massa
non elettromagnetiche sono nulle, si ha che il risultante delle
pressioni totali sulla superficie limite ¢ & nullo.

E facile dimostrare ancora che insieme alla (16) sussiste 1’equa-
zione dei momenti (3

() Si osservi che risulta (P — 0) A 4, v=3,[(P—0})Av}]—2rot v, e quindi

[(P—O)/\A2u-ds.:/;ﬁ[(P—O)/\u]as—zfn/\o.do_—_
S G 4

=[(P—O)/\Z—:dc—fn/\vda.
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(17) j(P— 0) A (p+ %}Lﬂi)ndc:

(2

[(P—0) A oFas+ (' + M/(P— 0) A\ div v-nds +
S ¢

’
et

/'(P —0) A g—:idc —‘/‘n A v-dc} R

G a

dove O & un punto fisso.

5. Un altro teorema di media si pud stabilire per il vettore-
vortice. Invero I’equazione (3) del moto si pud scrivere

1
rotv A\ po =yprot H A\ H — grad p —5p grad v* -+ oF +
+ (M + ) grad div v + p'Ayp

prendendo il rotore di ambo i membri, e ponendo rotvy=w, si
ricava

1
Ay = " rot {» A\ pv) — E,rot (rot H A H) +
1 1
-+ —2? grad p A\ grad v2 — ;, rot (pkF).

Con procedimento analogo a quello dei numeri precedenti,
sempre con riferimento ad una sfera § di centro P, e raggio 7,
si deduce

2
G
o2

1 1
(18) dmo(P) = & J wds + Sr, [grad ¢ A\ grad v*-dS —
S

1 /1 1 1
— 9y / ;grad o A grad v2.dS +; fgrad; A (0p0)dS —
5 5
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-

1 ’ 1
— %, [grad; N (vot H A H)dS — — }grad A oF-dS
s s
che esprime un teorema di media per il vortice.
Nel caso di un fluido incompressibile e in assenza di forze di
massa non eletiromagnetiche si ha pitt semplicemente

{19) 4ro(P,) :/"_12. [O)dﬁ -+ g / grad % A (@ A 0)dS —
) S

g

— ‘Z—, [grad;-' N (rot H A R)-dS.
TS

6. Nel caso di piccoli movimenti di un fluido incompressibile
goggetto a un campo magnetico uniforme K. supposto che il campo
magnetioo indotto k sia molto piccolo, trascurando i termini di
ordine superiore al primo rispetto a v ed h, e supponendo nulle
le forze di massa non elettromagnetiche, le equazioni (2} e (3) si
riducono alle seguenti

{20) Ash = yprot (H, A v)
21) vroth A\ H,— gradp + v'Ajp =0
con divv=0 e divh=0.

Dalle (20) e (21) con procedimento analogo a quello dei numeri
precedenti si ricava

1 1
22 4ch(P= - [hdo -+ yu [ grad | A (B A 9)dS
g S
1 1 1
(23) drp(Py) = Efvdc + o /p grad ’ as —
[ S

- %, f(grad ;/\h) A H,-ds.

S
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Inoitre, prendendo ora la divergenza di ambo i membri della
(21) si bha

(24) Az(p + HhXHo - 0;

ciod la p + ph><H, & una funzione armonica, e si ha senz’altro
un’ altro

= 1 7
(25) (0 -+ phxH)n= g | (p+eh><H)de

come conseguenza del teorema della media di Gauss.



