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Equilibrio magnetostatico di un anello di plasma
entro un solenoide toroidale (*).

Nota di MAria TEREsA Vacca (a Torino) (*#)

Sunto. - 8i esprimono mediante una stessa funzione le componenti del
campo magnetico e la pressione in un amnello di plasma in equilibrio
magnetostatico entro un solenoide toroidale. Si esamina poi e si risolve
un caso particolare in cui la sezione dell’anello torico del plasma risulia
circolare.

1. In un recente lavoro G. M. FERRERO () ha studiato il com-
portamento di un plasma in condizioni di equilibrio magnetosta-
tico, contenuto in un tubo toroidale, ed ha risolto un caso parti-
colare in cui & ellittica la sezione del toro.

In questa nota considero un anello di plasma immerso nel
campo magnetico generato da un solenoide toroidale, costituito da
un filo percorso da corrente di intensitd 4 e avvolto uniforme-
mente con % spire su di un toro, e ne studio ’equilibrio magneto-
statico nell’ipotesi della simmetria assiale.

Dopo aver ricondotto la determinazione delle componenti del
campo magnetico indotto e della pressione a quella di una funzione
V, esamino un caso particolare cercando in coordinate toroidali
una soluzione V rappresentabile in una serie di potenze, in cui
si possono poi trascurare i termini di ordine superiore al secondo,
essendo il raggio del toro molto grande rispetto al raggio della
della sua sezione meridiana.

Imponendo la continuith della pressione totale attraverso la
superficie dell’anello di plasma ottengo l’equazione del contorno
della sezione di tale anello e quindi determino le costanti del
problema in modo che tale sezione sia circolare.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n°® 3 del Comitato
Nazionale per la Matematica del C.N.R. (1462-63).

(**) Pervenuta alla Segreteria dell’ U.M.1. il 29 aprile 1963.

() G. M. FERRERO, Equilibrio di un plasma contenuto in un toro a
sezione ellittica (<« Atti del’Accademia delle Secienze di Torino», vol. 96,
1961-62).
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2. Consideriamo le equazioni che reggono l’equilibrio del plasma
in assenza di forze di matnra non elettromagnetica:

1) div H=0
2) grad p — prot HA H =0,

ove H & il campo magnetico, p la pressione del plasma, entrambi
supposti indipendenti dal tempo, e 1 la permeabilith magnetica
costante.

Con riferimento ad un sistema di coordinate cilindriche », ¢,
z di Versori_a;,-ﬁ;, ‘. indichiamo con H,, H,, H; le componenti
del campo magnetico. Nell’ipotesi della simmetria assiale tali com-
ponenti (ed anche la pressione) risultano indipendenti dalP’anomalia
o per cui l'equazione (1) diventa

1 H
_i 0 z:()’
r

or frHy) + 2z

dalla quale si deduce Vlesistenza di una funzione V(r, 2) tale che

19V

Troe’

3) H,=

:{l 3

1
H,=—-

r
Abbiamo percid

oV
02

—

19V
(4) H:;% gradr + H,r grad¢ +;a—rgradz

ed indicando con Y/, loperatore differenziale del secondo ordine

5 =il

ofteniamo

.

1 1]2 — 3 —
I‘OtH: ‘—';‘VQV aq;—'-; 5;("’11-@)0/;—' éE(TH¢)a¢]'
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Si ricava allora

V,VaV H, ¢
rt or r

ot HANH=— [ o (H)

ay +

e o e TH) 5 ts

LoH, oV 1 9 3V ]—
] T e + H

V.V aV qu,]

e quindi dalla (2) si deducono le seguenti equazioni scalari di
equilibrio

p [V VoV H, 8

or r! ar+ r or

2B =0

(6) (qu,)aV 0 (qu,)?l/:o

La seconda delle (6) fornisce
(7N rH, = F(V),

con F funzione arbitraria di V, mentre la condizione di integra-
bilitah delle altre due equazioni risulta

[V,Vav 1 2

v, VaV 10H?
T ot or (TH("V] [ 2 —(P}'

r? az+2 0z

ciod per la (7)

PR CA LA NLA) LU S .
az( r? )Er ar( r? Y2 tzor — 2oroa\1r?) "

Poiche si ha

i(ﬂ’)_ia’l’" 2 dF*aV
oroz\r2)— r* aroz r3 dV
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la (3) si riduce alla forma seguente

2 (V,V)av ? <v2V)aV 1 dF238V

2\ 12 Jor ar\ v Joe T3 av e

0,

ossia

& L [avgv oV oV, VoV

2
2| or oz oz ar}—ﬁ(v’lv*" 0.

1dF5 oV _
2dV)oz

L’equazione (8') & soddisfatta se si pone

1 dF? , , aG
(9) Y/2V+§‘d_V=Ti'G(V), (G(V):Z{V),

con G’ funzione arbitraria di V.

Dalla prima e dalla terza delle (6), tenuto conto della (7), seguono
le equazioni

1dF*\ 1 2V
a7+**(VzV+éW)F5;=°

!211_!_ .u(V,V

1dF*\ 1 aV__
0z

TeaAv)riw =

che per la (9) diventano

op g 8V
op —

Si ricava allora

d[p + pG(V)]=0

cioe

(10) p + w@(V) = cost.
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Dunque anche la pressione risulta fnnzione di V.
Il problema & cosi ricondotto alla determinazione della sola

funzione V, dopo di che le formule (3), (7), (10) forniranno rispet-
tivamente le componenti del campo magnetico e la pressione.

3. Consideriamo il caso in cui

1
11y FV)=EkV, G=§h0V’ +nh,V, |k, hy, h, costanti).
Allora la (7) diventa
(7" rHy,=kV

ed essendo
G =hV~+h,
la (9) risulta

VoV EV =2k, V + b))

cioe
(9) VeV 4 (B2 — her))V = 1.

Osservando che Poperatore differenziale V,, definito dalla (5),
si pud esprimere mediante 'operatore di LiaAPLACE

19 a) 9’
Be=r et )+
nella forma

29
vzzAz‘_,}a_Tn

si pud sostituire la (9) con 'equazione seguente

25V .
(12) DV =2 o (k2 — "V = Ry,
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Dalla (10), tenuto conto della seconda delle (11), si deduce infine
' 1 2
(109 P+ §h0V~+h,V = cost.

Poicheé supponiamo che il plasma sia contenutfo in un solenoide
toroidale ci riferiamo a coordinate toroidali p, ¥ definite dalle
relazioni seguenti

r=R-+pcosy

z—pseny con 0=5=2x, 0=p<R,

essendo R la distanza dall’asse z del centro della sezione meridiana
del toro.

Se poniamo

otteniamo

r = R(1 + £ cos n)
(13) 5
' 2z = Rfsenn.

Poiché la funzione V & indipendente da ¢, in coordinate toroi-
dali abbiamo (%)

1

EaV—A—l l;c QT—I sen 6_]
ror  R%1 +Efcosn)| 08M - — |

(?) Cfr. AGOSTINELLI, Istituzioni dv Fisica Matematica, vol. I, pag. 67,
(Zanichelli, Bologna, 1962).
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I’equazione (12) diventa percid

m%%[i(l—c—icosn)—g} %a—a—[(l—f—icosm?j]%——

SN S SV S 4
L+ Zoosq| O8O G |

+ [k* — hyR¥1 + £ cos 7)*|R*V = h, RY(1 + £ cos 7)?,

ossia

+

7V 1+’cosz;a?V oV oV
(14) &1 +Ecosm) Et it E +sen 7. o +

S

+ R¥(1 + & cos 9)[k2 — h,R*1 + £ cos 1)}]V = h,R*%(1 + & cos 9)°.

Cerchiamo una soluzione dell’equazione (14) rappresentabile
mediante una serie di potenze di § della forma

V=X &V,

m=0

ove V,, (1) sono funzioni incognite di v.
Sostituendo nella (14) si ottiene

144 r
(1+Z%cosn) X"V + Z EMFtiseny. Vi +

m=0 m=0

+ (1L + %Zcosn) T mim — 1)i"V,, + 2 m&"V,, +

m=0 m=0

+ R¥(1 + £ cos n)[k* — kRl +Ecosn)?] Z &V, =

= h,RZ¥1 + & cos 7)°

© semplificando risulta

3 " + & cos ) Vm+ B EuFlsen - Vi +
m=0 m=0

+ I [m%" + m{m — 1)t cos n|V,,
m=0

-+ R%(1 + Ecos n)[k2 — hyR¥(1 + Ecosn)?] 2 £V, =h,R*Z(1 + & cosn)?.

m=0

14
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Eguagliando i coefficienti di £°, %, %2, £ ... nel primo e secondo

membro dell’equazione precedente si deducono rispettivamente le
equazioni

12

Vo =0, soddisfatta da V,= cost,,

V) 4V, =0,

V., + 4V, + cosn- Vi + senv- V, + Ri{kz — h,R?)V, — h,R* =0,
V;l +9V, + cosy . V2”+ sen- VZ' + 2cos7 -V, + R[(E*—hoBRY)

(rosn - V, + V) — 2k, V,R? cos 0] — 3h, R* cos 1 =0

che integrate forniscono le soluzioni:
V,=c¢,cosn + c,sen
1
(15) V,=c,cos29 + ¢ ,sen 2n + i [e, + h R — B3k — bR} V,]

1 1
Vy=c¢;c0831 + c;sen 3y + geos ‘203 —c ‘Rz(lc2 — hoR?¥)+ Q} +

1 1
+ gR‘(hoVO + h,) — 5 R2E2V, % +gseny } 2¢, — ¢, R¥}k* — hyR?) £

e quindi
(16) V=V, + Vi+ V22 ...

in cui si possono trascurare i termini di ordine superiore al secondo
in £ poiche il raggio R del toro & molto grande in confronto al
raggio della sua sezione meridiana.

Essendo

Ve Ve + 2V VE+ (V2 4+ 2V V)50 + ..
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dalla (10°) si ricava per la pressione l’equazione
1 ‘ . .
P+ —ého[V(,‘ + 2V, Vi + (V24 2V V,)E?] +
B(Vy+ Vi V,Ez)% = cost.
Sia p, il valore di p per £ =0, allora

1
Po + p§§h0V02+ hlv(,%: cost.
e Pequazione

17 p— p,,+u) B2V, VE+ (V2 + 2V, V)] 4+ hy(VE + V) { =0

definisce la pressione nell’interno dell’anello torico del plasma.
La pressione totale all’interno vale

1
p+guHi=p+ ;M[H,?ﬁu H. + Hj)
ossia, ricordando le (3) e la (7),

k2
pP+3 fLHZ——p—f— (gradV)—hﬁV?.

2 I

Sulla superficie dell’anello di plasma la pressione totale & la
pressione magnetica dovuta al solenoide (3)

1 1 n%
5ol =G0 e,

Affinche la pressione totale sia continua attraverso tale super-
ficie si dovrd avere mei punti di questa

2,1’2

1 k2
ko grze =P + é —(grad V)? +3 s V2|,

(3) D. Grarr1, Teoria matematica dell’elettromagnetismo, pag. 297, (Casa
Editrice Patron, Bologna, 1949).
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ercid l’equazione
P
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(18) NN 5 l(grad V) -+ K2 V7]

8r?

rappresenta il contorno dell’anello di plasma.
Per le (13) risulta

cioe

da cui si deduce

14 v V
aa’é _a Rcosq+a—Rsenn
14 oV
g——a—R'senn F—R cos 1
10V 2V en+2V sen
R ar 008N TSR
1oV _ avsen'a-G—YGOS'
R on—  or T % L

o v () () =40 4]

Inoltre dalla (16) abbiamo

quindi

"’Z_ V, + 2V + 3V,5 +
%’— V]s -+ V2;2+ VSL'S

2
(f’a_g) = V- AV, Vi + 22V, + 3V, V. +

é(ﬂ) = V24 2Vy Vit + (VoS + 2Va Vo )i2 +
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ed infine
(19) (grad V) =
——Roi Vit V8 +2QV,V, + VlVg)E +[2@Vs + 3V, V,) +
+ (Vo + 2V, Va)JEr +
Dalla (16) si & gia ricavato

(20) Viz Vi + 2V ViE 4+ (V24 2V, V)22 +

mentre la (17) fornisce
1
D= 00— | V0V s+ [ by Vi 4 20,V 1 T, 2]

e per la prima delle (13) si ha

pr2 =pR¥1 + 2Z cos 7 + ¢* cos? ),

ossia
h
(21) pri=R*{p,— Vi, V, + I ) — lg" (Vi2+2V,V,) + hle} £2

+ 2p&cosn —2uV,(h,V, + h,)5% cos n + p,5* cos® 7 i

Sostituendo nell’equazione (18) le espressioni date dalle (19),
(20) e (21) si ottiene

—87‘—_R23p0 wVyhoV, + h i —u "(V,2+2VOV2)+hlV,]E’+

+ 2p,Ecosn — 20V (hy V, + h,)e2 cos n + pyitcostn 2 +
g | Vi V22V, V, 4 Vi Ve [2RVE + 8V, V) +

! r 7. k?
+ V2 VIV - S VS 20, Vg e (V- 2V V)
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ossia

152 ,
R?po—‘—”';;fr—f+§%§(vf+ Vi? + kR V) + ;zzg— 2RV, (h, Vy + h) +

0o

4 '
+ —g—" Ricosny+4V,V,+ 2V, V. + 2K*R*V, T, % + 2;, E’% ——R*[hon2 -+

2 '
+ 2V, Voot )+ 4T, Vo ) 005 7]+ 2R cost -+ 4VE+ V' +
+6V,V,+ 2V, Vs + K2RU Vi + 2V, V,) % =0.
Ponendo

h,
Vo=—17.

0
0
e tenendo confo delle formule (15) si ricava

2,2
Ripo—-%z—!—z‘—z;(cf-!—c§+k’R9V02)+é—%;E 3 =2 R'cosy +

“+4{c,c;+c,c,)cosn +4{c,c,— cyc)sen v+ (¢, + RV )(c, cos n +-

+c,sen~q)‘+ oRE

2 1
2 g —£~° Rtcos®n + 5 R*{k*— h,RY)(c? cos?y +
+ c2sen?y + 2¢,¢, sen 7 - cos ) + 2¢,(c; 08 27 + ¢, sen 2v) +
cl

—+ 6(c,C5 + Cy,) cO8 27 + 6(c,c; — C4C5) 50N 21+ [C,¢5 — 2 (¢, +

Cy

+ RV )] cos®n + cyc 58Ny + | €,6, + CoC3 — 1 (¢, +
€,Cy~+ CoC
-+ R%k? Vo)j senn - cosn + 4{cs +c) + —HQ—“ — Rk2—

2 2 1
BT+ gle+ BRIV e, — 2R V) | = 0.

— h,R?)
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Ora tale equazione, riferita ad un sistema di assi cartesiani
ortogonali X, Y cosl definiti

X=%cosy, X=¢%senn,

rappresenta una conica. Ponendo

Tequazione assume la forma
{22) AX*+ BY*+ CX=0D
con

2 2
=2LR2 %’R‘ +L§‘R’(kﬂ — h,R?) __(Zil(cl + R*%E*V,) + 6c,c5 +

2 1
+ [__ CTX R(k* — h,RY) + 3 (¢ + B*E*V)(c, — 2R2k2Vo)“ ’

2
B=3% % — 6,0y + [_ O R — R+

)

1
+ 5 (e + B Ve, — mwvu)]

- 4p
C = Yo {clg + e RV, + 70 R‘J ,
won et W ; 2T )
D= St 9R? (¢, + B*R*V?) — R%p,.

Affinché Iequazione (22) rappresenti una circonferenza basta
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imporre

D C?

La prima condizione & soddisfatta se si assume

1 (¢, + RV,
cs“123

“__C! 212 2 2p0 %
1 2R(k — hyR?) — m

per cui si ha

27,2
A= B=§E§$p°34 RIZV“(c,+R?Ic?VO)£.

La seconda condizione, cioé 44D + C?> 0, diventa

Dokt 2 )
S Dot + IR+ oo+ BBV +

D 5
+ S VER — up, ViR + 5 pp BV e, +

w2k V,

2
1 B Voo + BV )(o2 + RV, — 020 e 4

+ g + RV >0.

Nel caso di £ =0 (campo magnetico trasversale nullo) risulta

241 P2
_Doon** R

!
44D + C* = e+ P,C1° + 2p 2R + 4R‘ ¢t>0

e quindi la seconda condizione & sempre soddisfatta.



