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Un problema di Cauchy non ben posto
per 1’equazione delle onde

Nota di GiuseppE PULVIRENTI (a Catania) (¥) (¥*)

Sunto. - B dato dal seguente n. 1.

1. In questo lavoro viene considerato il problema di CaucmHYy
per equazione delle onde

Ut — Ugx — Uyy — 0,

con i dati assegnati su una porzione del piano y =20.

Si tratta di un problema non ben posto (') che é stato recente-
mente trattato da J. R. Caxwon [1]. Questo Autore ha provato
Vesistenza e 1’unicith della soluzione supponendo i dati iniziali
analitici nella sola variabile  ed ha osservato come questa ipotesi
fosse essenziale. Lia rappresentazione della soluzione ivi data &
‘basata sul prolungamento analitico, nel piano complesso, dei dati
iniziali.

Nella presente Nota diamo un altro teorema di esistenza della
soluzione pervenendo ad una rappresentazione in serie di essa
nel campo reale e proviamo, inoltre, che la soluzione é analitica
rispetto ad w«.

2. Sia F un insieme aperto e connesso di punti (x, y, ?), dello
spazio euclideo E? a tre dimensioni, contenuto nel semispazio
y >0 e tale che, se vi appartiene il punto P = (x, ¥, £}, vi appar-
tengono i punti interni al triangolo Tp di vertici P = (x, 9, ),
Pi=(x0,t—y) e P,=(x, 0, { +y); denotiamo con F la parte

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M.I. il 16 marzo 1963.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di ricerca
n. 23 del comitato per la Matematica del C.N.R. per l'anno accademico
1962-63.

(1) Per una discussione su tali problemi cfr. ad es. C. Puccr [3].
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della frontiera di E contenuta nel piano y =0 e, se k é un numero
reale positivo, con E, I’insieme dei punti di E per cui & y <<k (3.

Se, poi, D é un insieme di E® e ¢ é un numero positivo, deno-
tiamo con ['; la classe delle funzioni f(x, y, #) dotate in D di
derivate parziali rispetto ad x di qualsiasi ordine continue in
(2, y, t) e tali che per qualche coppia di costanti positive M e p,
‘eon ¢ > o, risulti

o r! .
a?'f{x} y’ t)i<MP—Jr per (x) yy t)e-Dz 7.:0: 1) 2)""
Analoghe locuzioni adotteremo, con ovvie modifiche, nel caso
che D sia un insieme di E?* (3).
Consideriamo l’ipotesi:

a) Siano oy(x, t) e o,(x, t) due funzioni del punto (x, t) ds
classe Tes in ¥ ed ivi, inolive, rispetiivamente di classe C? e C2.

Ci occuperemo, precisamente, del problema di CAUCHY:
(1) utt—’(/f/xm—’l/l/yy:O in Eg,
@) ul@, 0, =g, t),  wylw 0, )=09,(x, ) su F,

intendendo per soluzione di esso (cfr. J.R. Cax~No~ [1]) ogni fun-
zione wu{x, 4, t) di classe C?® in E; e di classe C! in E; ] F veri-
ficante le relazioni (1) e (2).

Dimostriamo il seguente

TEOREMA. - Se 9,(X, t) e 9,(x, t) sono due funzioni verificanti
Vipotesi a) esiste una ed una sola soluziome del problema (1), (2);

tale soluzione é di classe C? in B, dvi, inoltre, di classe T';, ed
ha la seguente espressione:

e 20

n=1

G, 9, 1), (@, 9,t)ekE,,

oazn

() F risulta, percid, un insieme chiuso del piano y = 0 tale cbe ogni suo
punto é di accumulazione di punti interni ad esso: ovviamente delle me-
desime proprietd gode, per ogni k>0, Pinsieme K, (chiusura di E)) dello
spazio euclideo E3.

(3) Evidentemente 'appartenenza di una funzione f ad una classe del
tipo I's ne implica D’analiticitd rispetto alla variabile .
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dove

o, ¢ @
@) Gy y=DB TP Y 2]..(w,

t—y

ed 1% é, per ogni x, Uintegrale di Riemann-Liouville, nello spazio
lorentziano a due dimensioni (y, t) ().

DIMOSTRAZIONE. — L’ unicita della soluzione del problema (1),
(2) discende dal relativo teorema di J.R. Canwon. Noi dimostre-
remo che la u(x, y, t) data dalla (3) é una funzione di classe Cz
in E,,ivi, inoltre di classe I;, e soluzione del problema (1), (2).

Osserviamo, innanzi tutto, che la Gz, y. {) data dalla (4) &
per Vipotesi @), una funzione di classe C? in E, dotata ivi di
derivate parziali rispetto ad x di qualsiasi ordine continue in
(x, ¥, 1) e, poiché esistono due costanti positive M e p, con p>es

tali che

’axpl (e, ¢ '<M (e, t)GF, =0, 1, p=0,1, 2.,

(4) Rinviando per maggiori dettagli a M. Riesz (4], G.F.D. Durr [2],
ricordiamo, qui, brevemente che, come é ben noto, se f(@Q) é una funzione
verificante opportune ipotesi ed a>>m—2, ’integrale di RIEMANN-LIOUVILLE
ha la seguente espressione

*) *f(P)= o )/ "f(Q)dQ

dove
m—2

Hm(a) — nTQ"_ll‘(g) T (“—_F—Qgﬂ) 3

Tpg denota la distanza lorentziana tra i punti P= (p,, P2+ .=y Pu)
QE(QU Q25 -5 Q) clO6

Tpo=V(P1 — 0? — (P2 — G)* — . — (P — @)%

o DP indica I'insieme dei punti Q =(g;, 3, ..., ¢y,) tali che r2. =0, ¢, <<p,
: PQ
(cono retrogrado). Vale la seguente relazione

I°IPf P) = I*H3F(P).

Per dare significato alla (*) nel nostro caso conveniamo che G(x, y, §) =0
per y <0; in effetti, allora, I'integrazione risulta estesa al triangolo Tp
Osserviamo, infine, che, come & immediato verificare, se P € F risulta
Ts < E.
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risulta
p! 7
O | o 6o 0| <+ 9ML, @y 0eB  p=0, 1,2 ..

Intanto, per quanto prima ricordato nella nota (4), si ha per
@ 9 e E

) 1 .
"G, y, t) = S — 1) 1]t / [y — 2 — (¢ — )" Gz, =, 7)dnd=
v

P

da cui

-2n Mm+p —
e T Gl ) =T o Gl 0, 1), () e B.

Risultando, per la ()

prnte M(2n + p)! _
WG(%%t)1<(1+y)*“(97,ﬂ—m7 (x, 4, t) € E,

si ha, allora, in E

2n

I?ﬂ a

M1 + y) (2n+p)i Y\
'axp pyeer Gz, ¥, t) ’ = o7 2ri=1(y T (‘) :
Posto, poi,
M1+vy) (2n -+ p)! Y\
© At =20 e ()

si verifica immediatamente che se y <p la serie di termine gene-
rale (6) é convergente qualunque sia 1’ intero non mnegativo p.

La serie che figura a secondo membro della (3) risulta, allora,
uniformemente convergente in E,, unitamente a quelle delle deri-
vate dei suoi termini rispetto ad x di ordine p qualsiasi. Si pud
quindi derivare per serie rispetto ad x ed essendo la G(x, y, ?)
dotata di derivate rispetto ad x d’ordine qualsiasi continue tale
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risulta la u(x, y, f) data dalla (3) e si ha

or i o OFF
5—;%(.’”, Y, )= w G(.’XJ, Y, t) -+ n=1 (— 1)nI n ln+p G(xa Y, t)
Inoltre, essendo
2n +p)! < (2n)!plemtr
si ha in E,
‘ rntp (2n) ! y m_
n§1 I* m.-f-p G(x) Y, t) ‘ <_" ”2;1 M(l + ) 2’"""[(’}'& . 1) !]z (P_/é) _

e

1 o ! ©
=L 5 A%y, oJy<L- 3 426, ofe)

CE T

da cui, per quanto detto a proposito della (6) e per la (5), se
(x, ¥, t)e E;, e quindi y <o, esiste K> 0 tale che la u(x, y, t}
verifica la condizione -

u(z, v, t)|<K @y e FBsy  p=0, 1,2 ...

a7
2P

o

Essendo p/e > ¢ abbiamo provato che la u(x, y, {) data dalla (3) &
di classe T, in E,.

Passiamo, ora, alla derivabilitad rispetto ad y della u(x, y, f).
A tale scopo osserviamo, innanzi tutto, che per l’ipotesi a) sia
G(x, y, t) che tutti i termini della serie a secondo membro della
(3) sono dotati di derivate continue prime e seconde rxspetto ad
y. Risulta inoltre se n > 1

. Tm
oy I axi’”

G(w, Y, 1) =

1
= 22n—-2(,n_1)!(,n_2)!Tf[(y—"l)’ 7)2]”—2("4—71) ST G(“’) n, ‘r)dnd‘r,
» : P
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nonché
2y O M(1+y) e )
a_y.I o™ Gl y 1)< P 2= —1)1{n —2)!1\p ’
posto
M1 +y) (2n)! Y\
B.(y, )= 0 Qum—i(y 1)l (n — 2)! (P)

si verifica, analogamente a quanto fatto per la (6) che la serie
(e . =

2 B.(y, p) é convergente se y < p. Si é provato cosi che in E; la
n=1

(3) 6 derivabile una prima volta per serie rispetlio ad y e tale
derivata é una funzione continua.

Se poi é n > 2 risulta

a?
@ I)n axgn G(.’l’ y’ ) -
22n— (’VL N 1 2)| f[ (y - ’1)’ t - T)?][(y - 71)2 -
— (== 2 G, 1, <)dnds
nonché
" ‘ M1+ y) (2n — 3)(2n) ! y\"n—2 .
6y I PyeeT Glee, y, 8) | << of 27—y — 1) ! (1 — 2) ! (P) r

poiché la serie

© Ml+y) (20— 3)2n)! <y)7"-‘2
p

[ee]
! - ;
Z Culy, o) nE1 0?2ty — 1)1 (n — 2)!

Nn=1

é convergente se y <p si ha che in E, la (3) 6 derivabile per
serie rispetto ad y due volte e la derivata seconda é pure unaz
. funzione continua.
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In maniera perfettamente analoga si prova che la (3) é dotata
«di tutte le derivate prime e seconde, continue, rispetto ad =, y, ¢

La u(x, y, ) data dalla (3) risulta quindi una funzione di classe
C? in B, ed ivi, inoltre, di classe T.

3

Per quanto si é detto é, allora, lecita la derivazione e 1’ inte-

grazione per serie nella (3) e si ha in B,

111 2

0
G):G—l’a—ﬂ;z%

ai
w=6G—I'_— (G+ S (— 1y

n=1 dact”

«ciod la wu(zx, y, t) verifica I’equazione integrodifferenziale

tt+y
0 ey, =IO I e g —

t—y
1 r
- 2 ’ u’xx(x’ K T)d"ld"7~

Tp

Pertanto u(x, y, t) 6 soluzione del problema di CavcmY (1), (2),
-come segue dalla ben mota risoluzione del problema di CavcuY
per Pequazione di I’ ALEMBERT non omogenea Il teorema é cosi
-complefamente dimostrato.

Osserviamo, infine, che, nelle ipotesi fatte, se «# ¢ soluzione del
problema (1), (2) verifica la (7) e da questa, con noto procedimento
~di iterazione, si perviene alla espressione (3) della soluzione.
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