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Uu problema di Cauchy non ben posto
per l'equazione délie onde

Nota di GriuSEPPE PÜTJVIREJ^TI (a Catania) (*) (**)

Sunto. - È dato dal seguente n. 1.

1. In questo lavoro viene considerato il problema di CATJCHY

per l'equazione délie onde

con i dati assegnati sn una porzione del piano y = Q.
Si tratta di un problema non ben posto (]) che é stato recente-

mente trattato da J. K. CANNON [1]. Qaesto Autore ha provato
l'esistenza e l'unicità della soluzione supponendo i dati iniziali
analitici nella sola variabile x ed ha osseryato come questa ipotesi
fosse essenziale. La rappresentazione della soluzione ivi data è
basata sul prolungamento analitico, nel piano complesso, dei dati
iniziali.

Nella presente Nota diamo un altro teorema di esistenza della
soluzione pervenendo ad una rappresentazione in serie di essa
nel campo reale e proviamo, inoltre, che la soluzione é analitiça
rispetto ad x.

2. Sia E un insieme aperto e connesso di punti (x, y, £), dello
spazio euclideo Es a tre dimensioni^ contenuto nel semispazio
y >> 0 e tale che, se vi appartiene il punto P == (x, y, t), vi appar-
tengono i punti interni al triangolo Tp di vertici P = (x, y, t),
P1=(xi 0, t — y) e P2 = (x, 0, t-t-y); denotiamo con F la parte

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'TJ. M.L il 16 marzo 1963.
(**) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di ricerca

n. 23 del comitato per la Maternatica del C. IN". R. per l'anno accademico
1962-63.

t1) Per una discussione su tali problemi cfr. ad es. C. Pucci [3].
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délia frontiera di E contenuta nel piano y = 0 e, se k é un numero
reale positivo, con Ek V insieme dei punti di E per cui è y<.k (2).

Se, poi, D é un insieme di E3 e tr é un numero positivo, deno-
tiamo con TG la classe délie funzioni f(x, y, t) dotate in D di
derivate parziali rispetto ad x di qualsiasi ordine continue in
(x, y, t) e tali che per qualche coppia di costanti positive Mep,
con p > a, risulti

\r r l
-ƒ(#, y, t) <M~ per (x, y, t) e D, r = 0, 1, 2,,...

Analoghe locuzioni adotteremo, con ovvie modifiche, nel caso
che D sia un insieme di Ex (3).

Consideriamo Tipotesi:

a) Siano <po(x, t) e cp^x, t) due funzioni del punto (x, t) di
classe Tea in F ed iv% inoltre, rispettivamente di classe C3 e C2.

Ci occuperemo, precisamente, del problema di CATJCHY :

(1) utt — UJCX — %t/ = 0 in Ea,

(2) u{x, 0, )̂ = cpo{x, t), uy(x< 0, t) = ^(x, t) su F,

intendendo per soluzione di esso (cfr. J. R. CANNOÎST [1]) ogni fun-
zione u{x, y, t) di classe G2 in EG e di classe C1 in EG {] F veri-
ficante le relazioni (1) e (2).

Pimostriamo il seguente

TEOREMA. - Se cpo(x, t) e <p,(x, t) sono due funzioni verificanti
Vipotesi a) esiste una ed %ina sola soluzione del problema (1), (2);
taie soluzione é di classe C'2 in B a , ivi, inoltre, di classe TG? ed
ha la seguente espressione:

oo a2n

(3) u(x, y, t)= G(x, y,t)+ S (— l)nI2n —- G{x, y, t), (x, y, t)eËa,

(2) F r isulta, perciö. un insieme chiuso del piano y = 0 taie cbe ogni suo
punto é di accumulazione di punt i in terni ad esso : o w i a m e n t e deJle me-
desime propr ie tà gode, per ogni k > 0, T insieme Ëk (chiusura di Ek) dello
spazio euclideo Ez.

(3) Bv iden temente Tappar tenenza di una funzione f ad u n a classe del
tipo VG ne implica l 'anali t icità r ispetto alla var iabi le x.
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dove
t+v

y, t) = U*,t + y) + U*,t-y) + 1 ƒ ^

ed I a é, per o^ni x, V integrale di Riemann-Liouville, nello spazio
lorentmano a due dimensioni (y, t) (4).

DIMOSTRAZIONE. - L'unicità della soluzione del problema (1),

(2) discende dal relativo teorema di J. E. CANNON. Noi dimostre-

remo che la u(x, y> t) data dalla (3) é una funzione di classe C%
in Éa, 'ivi, inoltre di classe Fa, e soluzione del problema (1), (2).

Osserviamo, innanzi tutto, che la G(x, y* i) data dalla (4) è̂
per l'ipotesi a), una funzione di classe Cd in Ë, dotata ivi di
derivate parziali rispetto ad x di qualsiasi ordine continue in
(cc, tf, t) e, poichè esistono due costanti positive M e p, con p > e<j
tali che

W'***'t] (x,t)eF, » = 0, 1, p = 0, 1,2,...,

(4) Rinviando per maggiori dettagli a M. RIESZ [4], G. 3T. D. DUFF [2],

ricordiarno, qui, brevemente che, come é ben noto, se f(Q) ê una funzione
verificante opportune ïpotesi ed cC>m—2, l'intégrale di RIEMANN-LIOUVILLE
ha la seguente espressione

(*)

dove

a -h 2 — m

2

dénota la distanza lorentziana tra i punti P = (p{, pz, . . . , pm),

rPQ = V(Pi — fli)* — (Pa ~ ^ ) 2 - - — (Pm — Qm)2,

e D^ indica l'insieme dei punti Q = (gf, g2,..., qm) tali. che r2 >-Q, g1
<C

(cono retrogrado), Vale la seguênte relazione

Per dare significato alla (*) nel nostro caso conveniamo che G(x, y, t) = 0
per 2/<^0; in effetti, allora, l'integrazione risulta estesa al triangolo Tpt

Osserviamo, infine, che, come è immediato verificare, se JPG E risulta
Tp<=. Ë.
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risulta

^ , . (x, y, t)eÉ, p = 0, 1, 2,....

Intanto, per quanto prima rioordato nella nota (4), si ha per
{x, y, t)sË

r«G(x, y, t) = 2 , ) t - 1 [ ( ^_ 1 ) ! ] i j [(y - -i)'2-1* - ^ T - '

oui

S.

Risultando, per la (5)

(x,y,t)eË,

si ha, allora, in E

.M{\ + y) (2n+p)\ (y\*>

T'osto, poi,

(2HH-JP)1

si verifica immediatamente che se y <ip la serie di termine gene-
rale (6) é convergente qualunque sia V intero non negativo p.

La serie che figura a secondo membro délia (3) risulta, allora,
uniformetaente convergente in Êa, unitamente a quelle délie deri-
vate dei suoi termini rispetto ad x di ordine p qualsiasi. Si puö
quindi derivare per serie rispetto ad x ed essendo la G(x9 y, t)
dotata di derivate rispetto ad x d'ordine qualsiasi continue taie
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risulta la u{x, y, t) data dalla (B) e si ha

, y,t) = -^p GHx, y, t) •+• J ( -

Inoltre, essendo

si ha in

(2n -*-p)\< (2n) lp !

0 0 gtn+jo p

I 1 OO

da cui, per quanto detto a proposito della (6) e per la (5), se-
(x, y, t)eEoy e quindi y^G, esiste K> O tale che la w(x, t/, )̂
verifica la condizione -

(?•
= 0, 1, 2,

Essendo p/e> ff abbiamo provato che la -M(ac, tf, if) data dalla (3) é
di classe TG in Ea-

PassiamOj ora, alla derivahilità rispetto ad y della u(x, y, f)»
A tale scopo osserviamo, innanzi tuttos che per 1' ipotesi a) sia
G{x, y, t) che tutti i termini della serie a secondo membre della
(3) sono dotati di derivate continue prime e seconde rispetto ad
y. Risulta inoltre se n > 1
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nonchè

posto

M(l + y) (2n)l
P)— p 2 ! " - ! ( M - l ) ! (

si verifica, analogamente a quanto fatto per la (6) che la serie-
00 _

2 Bn(y, p) é convergente se y < p. Si é provato cosï che in Ea la

(3) é derivabile una prima volta per serie rispetto ad y e taie-
derivata é una funzione continua.

Se poi é w > 2 risulta

nonché

2 2n ^
,.2 a/yi2ïï — l ) ! ( n — 2 ) ! \ p

poiché la serie

-i/) (2n-8)(2»)

— ( n - l )

(2»)l ^ y ^ " - »

!(n-2)l\7J

é convergente se | / < p si ha che in Ea la (3) é derivabile per-
serie rispetto ad y due volte e la derivata seconda é pure una?
funzione continua.
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I n maniera perfettamente analoga si proTa che la (3) é dotata
fdi tutte Ie derivate prime e seconde, continue, rispetto ad x, y, t.

La u(x, y\ t) data dalla (3) risulta quindi una funzione di classe

O2 in Ëa ed ivi, inoltre, di classe Ta.

Per quanto si é detto é. allora, lecita la derivazione e Pinte-

grazione p^r serie nella (8) e si ha in Ea

d2 f °° dtn \ d2

dX* \ n=i 3X2n j dp*

-cioè la u(x, y, t) yerifica l'equazione integrodifferenziale

47) u{x, y, t) = *to* + V) + rt*>*^») + 1 f
t-y

— 2

Pertanto u{x, y, t\ é soluzione del problema di CAUCHY (1), (2),
come segue dalla ben nota risoluzione del problema di CATTCHY
per Fequazione di D'ALEMBERT non omogenea. Il teorema é cosï
completamente dimostrato.

Osserviamo, infine, che, nelle ipotesi fatte, se u é soluzione del
problema (1), (2) verifiea la (7) e da questa, con noto procedimento
di iterazione, si perviene alla espressione (3) della soluzione.
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