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Sur l'approximation de Ja fonction par les moyennes

arithmétiques de sa série ultrasphérique

par D. P . GUPTA (a Allahabad, India) (*) (**)

Suiiimaire* - Nous démontrons un théorème pour l'approximation de la
fonction î(9, 9) par les moyennes on

k de Cesàro d}ordre k de la série
correspondante ultrasphérique sur une sphère.

1. Soit f(G, 9) une fonction, définie pour
la série ultrasphérique est la suivante :

n 271
1 co r r x_±

(1.1) f(Üs (&)c^r- 2 (n -+- A) / / [sin2 0' sin2 (cp — cp')] 2 .
^^ n=o J J

O O

ftÖ'j ^')Pw (cos Y) sin 6'cï6'efcp'

où

cos Y ^ cos 6 cos 6' -+- sin 6 sin 6' cos (cp — cp').

Nous supposons que la fonction

(1.2) f(ô', cp') 1 sin2 6' sin2 (cp — cp') |*~*

est absolument intégrable sur la sphère S. Auss i dans le cas
k < 2X, nous supposons que la fonction

/ Y\fc—2* ) — A
( l . O ) I COS ^ r I fyj } CD J j S i n * Ö S l l l (CD — 9 ) 1

soit absolument intégrable sur S. Suivant KOGBETLIANTZ [1], nous

(*) Pervennta alla Segreteria dell'U. M. I. il 4 aprile 1962.
(**) Extrait du Thèse présentée à L'université de Allahabad en 1958.
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désignons par /(Y) la fonction

fle', ®')ds'

-r [s in^ 's in*^ —cp')]2~L

où l'intégrale est prise sur une circorférence Cy dont le centre
est le point (ô, <p) sur la sphère S, ds' est élément d'arc de Cy et le
rayon sphérique de cette circonférence est égale à Y.

Désignons maintenant par <p(Y) la fonction

(1.5)

et par <bp(x) et yp(x) les fonctions suivantes :

X

0

X

i — px—P j (x — ;

M. OBRECHKOFF [2] a démontré le théorème suivant :

Soit pour un p;>0, un a, 0 ^ a < l , on ait

| dr = _ 0.

k

Alors pour an on a.

7c

fc
ffrt — A = o(log n • w—a), fc = p •+- X -t~ a,

<rw étant les moyennes de Cesàro d'ordre h de la série (1.1).
Nous avons démontré le théorème nouveau suivant :
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THÉORÈME. - Si pour p > 0, — 1 < r < oo, on a

TT

alors pour en on a

<& — A = o(log »)*"+i, où h = j

2. Nous donnerons d' abord quelques lemmes.

LEMME 1. - Désignant par Sn(<*>) la moyenne arithmétique d'ordre
p de la série

(2.1) S {n H- X)p£}(cos w),

avons pour p > 0,

<2.2)

0 < «

0 < (o ^ 7) < TU ;

>, X + [p] + l;

[cf. M. N. OBRECHKOPF [2]].

LEMME 2. - M. KOGKBETLIANTZ [1] a démontré que sous les con-
ditions (1.2) e£ (1.3), on a

*n
£-A=J <p(Y)s»(r)cïï -h o(l), & > X,

0

pour chaque r\, 0 < rt < TT.

3. En nous appuyant sur les lemmes, il suffit de prouver

= o[(log nf +1].
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En intégrant par parties nous avons

(3.2) = [ 2

Si p n' est pas entier, p = m •+- <T(0 < a < 1), nous avons d' après
la définition la dérivée d'ordre non entier,

= ffrr^j ƒ *»*» fl* - «̂ «S1^1

f

f

ïl I I

(3'3) = r(CT)r(i - g) f
s^+1)^dt ƒ*•»(«) j ƒ(< - « M » -*0'-1*o

Par la substitution (o := *t H- (̂  — w)Ç, nous trouvons

f - f :

J J • *
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Par conséquent,

0 0

(3.4) = <t>m+x(n)sT\-n) —J 4>m(t)s{™\t)dt.
0

D'après (3.2) et (3.4) on aura

( > ) % )
p=i Jo

•n

- j <t>p(u)s%\u)duI
0

(3.5) = j^-f- j2-4_ jg .

(2.2) donne que

(3.6) J, = o(l), si

D'après l'inégalité (2.2) nous avons

(3.7) J2 = o(1).

Donc on a

J = o(l) M- l ) m + 1 / <i>P(u)s(£\u)du

ƒ M P < P » Sƒ
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Nous écrivons

n 7)

On obtient

= l ƒ•+- ƒ

H

0 i

[ j — ul

i
n

o

u— —

21 -t-p) •

f f I V
= o n l o s nV-r11 -+- olnP+^-T-1) / U2*~T~P loff — I

LI B J J )J \ BUJ
o

(3.9) = o[(log %)*•+!].

d^

(3.10) = o(log w^H-1.

Le théorème découle des (3.8), (3.9) et (3.10).
Je suis obligé à Prof. B. N. PEASAD pour sa direction bienveil-

lante pendant la préparation de cette note.

BBFERBISrCES

[1] B. KOGBETLIANTZ, Recherches sur la sommabilitê des séries ultrasphé-
riques des moyennes arithmétiques, «Journal de Mathématique » (9),
Toi. 3, 1924, 107-187.

[2] IN". OBRECHKOFF, Sur la sommation de la série ultrasphérique par la
méthode des moyennes arithmétiques, « Rend, del Cire. Mat. di Palermo »,
Toi. 59, 1936, 266-287.


