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Ampliamenti di antomorfismi

in prodotti di gruppi permutabili.

Nota di CEsarRINA MARCHIONNA TIRILETTI (a Milano) (*)

Santo. - Si eonsiderano grupps & = AB rhe siano prodotto di due gruppi
permutabili A ¢ B (con ANB=1) e s8¢ determinano condizioni meces-
sarie e sufficienti perché, dato un automorfismn « su A ed un automor-
fismo B su B esista un automorfismo v su G che muti in sé rispettiva-
mente ¢ gruppi A e B operando su di essi come a ¢ B. St tratta anche
una questione analona per il caso in cuti sia fissato a priori uno solo
degli automorfismi su A e B e siconsiderano alcune altre generalizzaziond.

Le risposte al problema in esame sono date usando sostanzialmente
tue trattazioni diverse  una risulta del tipo Schreler e U altra fa uso
et prodotti completi di gruppi.

INTRODUZIONE

1. In questo lavoro si considerano gruppi G = AB che siano
prodotto di due gruppi permutabili A e B (') con AnB=1 (*) e
si determinano condizioni necessarie e sufficienti perche, dati un
automorfismo « su 4 ed un automorfismo § su B. esista un auto-
morfismo y su G che muti in s® rispettiva.mfente i gruppi 4 e B,
operando su di essi come « e B.

Si considera poi anche il caso in cui & dato un automorfismo
su uno solo dei due gruppi 4 e B, per esempio § su B, e si determi-
nano condizioni necessarie e sufficienti perch® esista un automor-
fismo su G che muti in sd il sottogruppo B, operando su di esso
come §.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. I'8 novembre 1961.

Questo lavoro & stato eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 13
del C.N.R. (1960-61). ’

(1) Cfr.. ad es, G. ZaprPA, Gruppi, corpi, equazioni, Liguori, Napoli,
1954, cap. IIl, § 24, pag. 61.

(%) Tale scrittura: 4 B=1, come di solito, significa che i due gruppi
4 e B hanno in comune solo I’ unita.
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presente Iavoro si tratlano quest: problemi insieme ad
W@Bﬁ particolari ed a qualche generalizzazione.

fif"gptiedite- toudamentale posto si da una prima risposta (teorema
Lo ,J ehes st’ rmttacea ad up’impostazione della teoria dei pro-
#tixdi gruppi permutabili 1niziata da G. Zarra (*) e continuata
& ﬁ&iﬁt&m autori (*), ed ® una risposta che possiamo dire del
tipo ﬁ@mm .

In " questa trattazione si presentamo anche un caso partlcolare
(teorema 2, n. 4) in cui A & sottogruppe normale di G=AB, ed
wna generalizzazione (teorema 3, n. b).

- Neoja~ segond& parte del lavoro si considera la stessa questione,
caratterizgzando dapprima gli automorfismi di G che mutano rispet-
tivamente in 8d i grappi 4 e B (teorema 6, n. 9) e poi quell che
mutane in s& uno solo de1 sottogruppi A e B (teorema 7, n. 10),
© ¢id con 1’uso dei prodott1r completr1 di KRASNER e KALOUJININE (®).

Questa trattazione si riattacca alla caratterizzazione dei prodotiy
di gruppi permutabili come sottogruppi di certi prodotti complets (¢).

Notiamo infine che 11 problema trattato nel piesente lavoro
rientra in quello, pit generale, di un analogo ampliamento di
automorfism: per gruppi composti (in base a qualche legge) con
due o prr gruppi.

In quest’ultimo problema si inquadra anche, per esempio, quello
dell’amphamento di automorfismi di gruppr 1n reiazione a sotto-
grupplr normali in ess1 contenuti, problema trattuto, nel caso gene-
rale, da G. Zappa (7).

PRIMA PARTE

2. Sia G =AB un gruppo prodotto di due gruppi permutabili
4 e B,con ANB=1.

B noto (%) che gli elementi g del gruppo G si rappresentano,
in modo unico, nella forma -

g=ab,

(3 Cfr. [7].

(4) Cfr., ad es. [5], anche per la bibliografia.
¢) Cfr. [1}.

{¢) Cfr. [2] e [4].

(") Cfr. [6].

(8) Cfr. [7], n.1.
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con ae A e be B e che si ha
¢Y) g = ab = b,a,

con b,e B ed a,c A.
Chiamiamo con x, I’applicazione su 4 per cui

a — Gy,

applicazione definita da (1) quando si considerano b fisso ed «
variabile ; chiamiamo con 8, applicazione su B per cui

bh—bd,

pure definita da (1), quando. invece, si considerano « fisso e b
variabile.

Si usera anche, perché in qualche caso pili significativa. la
seguente nomenclatura :

ay =, (@) e b,=28.(b)

(indicando. cio2 con x,(@) il corrispondente di ae A per =, ed,
analogamente. con 8,(d) il corrispondente di be B per 8,).

Notiamo ancora che. in generale, %, e 8, non sono degli auto-
morfismi rispettivamente su A e B (®).

3. Sia « un’automorfismo sul gruppo 4: indicheremo con z(a)
il corrispondente dell’alemento a € 4 per «.
Analogamente. essendo 8 un antomorfismo sul gruppo B. indiche-
remo con B(b) il corrispondente di he B per 8 ed essendo y un
automorfismo su G sard y(g) il corrispondente di ge G per y.

Notiamo inoltre che, in generale, le lettere a. b, g, dotate even-
tualmente di indici od apici contrassegneranno elementi appar-
teneunti, rispettivamente, ai gruppi 4. B. G.

Tenendo conio della precedente nomenclatura (nn. 2, 3) enun-
ciamo il seguente

(?) Questo fatto si verifica facilmeute su casi particolari (per esempio
su Gy, gruppo totale su 4 elementi, considerato e¢on. prodotto di un G4
con un Gyl )
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TeoREMA 1. - Sia G = AB, con ANB=1 wn gruppo prodotto
dei due gruppi permutabili A e B e siano assegnati un automorfi-
smo « su A ed un automorfismo § su B.

Condizione necessaria e sufficiente perche esista un automorfismo
Yy su G che, rispetiivamente, muti in sé < gruppi A e B, operando

sugli stessi come gli aulomorfismi « e B & che valgano le segquenti
relazioni

® (o

BasB=18"Bxa)
qualunque sia be B ed ac A.
La condizione & necessaria.

BEsista un automorfismo y su G che subordini iispettivamente
su A e su B gli automorfismi, dati, « e §, cioé

1(@) = (@) per aeAd, qualsiasi;
wb) =p®) per beB, qualsiasi.

In particolare (cfr. n. 2) sara

+ab) = Y(beas),  ciod
v(ay(®) = 1(b.)y(a,), vale a dire
a(@)B(b) = B(b,)alas).
Di qui, per (1) si ha
B acayx(@)pw) = B(b,) alas)

e quindi

@) z (@) == (x(@)p)

8(b,) = (BN a(a)

Tenuto conto di quanto & detto alla fine del n. 2, queste ultime
relazioni si possono scrivere mella forma

o« ay(a) = wpp) - (@)

p * pa(b) = -31(0) * p(b)’ )

= |

(4°) Notiamo che tali relazioni esprimopo rispettivamente che %gp) @
trasformata di «;, per a e B,(,, & trasformata di B, per .

(!4) Ovviamente la scrittura .z, (a) indica — in accordo con I'uso
corrente — 1’elemento (di 4) che si ottiene trasformando a com I’appli-
cazione =z, ed il risultato con I’automorfismo «. Le altre scritture simili
hanno un significato analogo.
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la quale & equivalente alla (2) (essendo @ e b elementi qualsiansi,
rispettivamente di 4 e B).

La condizione & sufficiente.

Valgano le (2) che possiamo pensare scritte nella forma (2).

Consideriamo 1’applicazione ¢ per cui
g = ab — o(a)B(b).

Tale y subordina x su 4 e § sa B; infatti

(@) = v(a - e) = «(a) - i(e) = x(a) - e = x(a)

¥(b) =y(e - b) = 2(e) - B(b) = e - B(b) = H(d).

Dobbiamo verificare che y & proprio un automorfismo su G.
Intanto ogni elemento g= ab @ corrispondente (in y) di un
elemento g = b, essendo a = x(a) e b= §(b), in quanto « e § sono
automorfismi rispettivamente su 4 e B.
Siano ora
gi=ab, e g;= ashs
due elementi di G.

Si ha
Y(g;) = “(ai).e(ba) e y(g:)= “(az)ﬁ(bz)o
Inoltre &
9192 = Q1byasbs = @,a5'b b = (@,a5)(b,'bs)
ove
3) A = (az')b,' e b= (bl’)ﬂ.' .

Sempre per definizione di y si ha

(4) Y(gag,) =afa lai')p(bllbz) = m(a‘)u(az’)B(b;')?(bz)-

Ora
g )1(g2) = «(a)B(b,)x(as)f(bs) =

= “(aa)p((ba')a.')l((az')b,’).ﬁ(bz) =
= a(@y) * (B(54Nacay) * ((az)pepy) « B(bs) =
= “(au)“(az')ﬁ(bg')ﬂ(bz) = Y(g192),

® cid applicando rispettivamente, le (3), le (2') e la (4).
Quindi 1’ applicazione y & proprio un automorfismo su G.
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4. Dal precedente teorema 1 scende (usando sempre la stessa
nomenclatura) il seguente

TeOREMA 2. - Sia G = AB un gruppo prodotio di due gruppi
permutabili A e B con AnB =1, ed A normale in G. Siano asse-
gnati due automorfismi x e 8 rispettivamente su A e B. Condizione
necessaria e sufficiente percheé esista un automorfismo y su G che.
rispettivamente, muti in sé i gruppi A e B operando sugli stessi
come gli automorfismi » e 8. & che valga la relazione

©®) %p o % == 0 Arh)
qualunque sia be B.

Notiamo che per uun gruppo G del tino in questione gli elementi
si scrivono (in modo unico) nella forma

g = ab = ba,.

Ne viene ora che (cfr. nn. 2, 3) ’applicazione 8, (qualunque
sia ae 4) & I’automorfismo identico su B e Papplicazione x, per cui

a— a,=b"lab

é un automorfismo su A4 (subordinato dall’automorfismo interno
su G che si ottiene trasformando gli elementi di G con l'elemento b).
Le (2) si riducono allora alla sola

Oy = X =0+ 0Lp(h)

in quanto la seconda delle siesse relazioni (2) & identicamente
soddisfatta.

Nora. - Nei due teoremi precedenti le relazioni (2) e (5) si
semplificano assai se uno dei due automorfismi « e § & ’automor-
fismo identico.

Se poi « e § souno eantrambi 1I’automorfismo identico 1’unico
automorfismo y su G che subordini tali « e $ su 4 e B & 1l auto-
morfismo identico su G stesso.

5. Si pud estendere il precedente teorema 1 nel modo che ora
indicheremo .
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Ricordiamo che uno stesso gruppo G = AB con ANB=1 pro-
dotto di due gruppi permutabili 4 e B pud essere prodotto
di due grappi A* e B#* pure permutabili. con A* isomorfo ad 4
e B* isomorfo a B. e cid eventualmente in pit modi (*?).

Per G = A*B* definiamo su A* e B*, rispettivamente, delle
applicazioni ape € Stft(b* e B*, a* e A*) nella stessa maniera in
cui sono state definite le », e 8, in relazione ad 4 e B.

Vale allora il seguente

TroREVA 3. — Sia dato un gruppo G=AB con AnB—1: G sia
anche prodotto dei due gruppi permutahili A* e B* (con AxnB* =
=1) ove A & isomorfo ad Ax nell’isomorfismo = e B & isomorfo a
B* wnell’isomorfismo ~. Condizione mecessaric e sufficiente perché
esista un awtomorfismo v su G che muti A in A* come ¢ e B in

B* come t & che valgano le relazioni

*
ToUe(h) == 0y + T

(6)

leoglm=8-0
qualunque siano ac A e be B.

La dimostrazione di questo teorema & analoga a quella del
teorema 1, che si pud considerare un suo caso particolare notevole,
e pertanto la esponiamo brevemente.

La condizione & necessaria.

Sia y un automorfismo sn G per cui

1(@) =s(@) o 1(b)=r1(b)

ove ve A e be B.
Ora

1(9) = v(ab) = o(a) (b) = Y(baats) = T(b,)o(a)
Di qui

Bota)((B)) + caip)(o(@)) = =(by) + o(aty) =

= (B,(B)) « o(x,(a))

(2) Cfr. ad es. 3], n. 3.
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da cui si ha

ac:((, yo(@)) = “{‘xb(a»

6) .
Bota)((B)) = =(B,(D))
che sono appunto le (6).
Lia condizione & sufficiente.

Consideriamo un’applicazione y per cui
(g) = v(ab) = o(a)<(b).

Questa y, ovviamente, subordina ¢ fra 4 ed A* et fra Be B*;
inoltre ogni g* —a*b* & corrispondente di un g, precisamente
del g —ab ove a* =od(a) e b* = *(b).

Siano ora
gi=ab, e g:=azb;.
Si ha:
1(g:) = o(ay)(by), Y(g2) = o(az)t(b:)
9192 = a;b,asb; = (@1a2')(D,"be)
ove
as = (a, Yo, , by = (b1)ay;
¥(g192) = o(as)s(as')x (b, )e(be) ;
ed infine

Y 90-1(gs) = o(as)- 1(b) + 5(as) » (bs) = (@) + (b Vay) + (@ Mp,) + 7(bs) =
= o(ay) * Boay)(®(0,)  afp(o(@y)) ~ w(bs) =
== o(ay) a(as’) (by) - ‘C(be) = ‘{(9492)

e cid appunto per (6).
Quindi y & un automorfismo su G.

6. Premettiamo il seguente

LeMMA 4. - Dato il solito gruppo G = AB prodotio dei due
gruppi permutabili A e B con‘ANB =1, tutti e solt i gruppi B*
per cui G risulta prodotto dei due gruppi permutabili A e B* (con
ANnNB* =1) sono ¢ sistemi di rappresentanti dei laterali (simistri
€ destri) di A in G che formano gruppo.
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Sia B* un sottogruppo di G per cui G = A4.B* con AN B*==1.
Gli elementi di B* saranno del tipo a, by con ar, €l e b,e B,
Non vi possono essere in B* due elementi distinti del tipo

b =anb, e b =arb,.

Se cid fosse si avrebbe

* .7 % —_1 —1 1
b. (bl )—1 == ar‘b'br arj = ar'arJ

e siccome ANB* =1, sarebbe
b (b )t =1
e quindi b' = b,* (ed ar, = Gr)).
Considertamo poi un qualsiasi b, € B, diverso dall’unita; sara

b,=a,bs (con a,eA e b € B*) e quindi

* —1
bh. = Qn br.

'

Quindi gli elementi di B* che sono del tipo ar b, (con b, sempre

diverso e tale che per ogni b,e B vi & un bz =a,b, € B) formano
un sistema di rappresentanti dei laterali destri di A in G.
Si pud ripetere una dimostrazione analoga scrivendo b;* =b,ar,

(bz* € B*) e vedere che gli elementi di B* formano anche un sistema
di rappresentanti dei laterali sinistri di 4 in G.

Sia ora un sistema S* di rappresentanti dei laterali destri di
A in G; sard dato da elementi del tipo a,..b,. (ove i b, sono tutti
diversi fra loro e tutti compaiono in tali ar'b,).

Sia g =a,b, un elemento di G; si pud sempre scrivere

g =ayby = (a,a,-‘l)(a,-'br).

Quando Vinsieme S* & un gruppo B* la presente scrittura di
g dice che G & prodotto dei due gruppi permutabili 4 e B* ove,
ovviamente ANB* =1.

OSSERVAZIONE. — Fra i sistemi di rappresentanti dei laterali
di 4 in G che formano gruppo, indicati nel precedente lemma,
vi sono gli eventuali trasformati di B in G (cio2 i trasformati di
B per gli elementi di 4) diversi da B stesso (**).

(#3) Cfr. [8], n. 3.
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Dal teorema 3 si pud ora dedunrre il seguente

CoROLLARIO 5. — Dati il solito gruppo G = AB con ANB=1
el un automorfismo « di A, condizione necessaria e sufficiente perche
esista un automorfismo y su G che muti A in 88 operando su A
crme x. & che esistn un sistemn B* di rappresentanti dei laterali
di A in G, il qunle sia isomorfo a B secondo un isomorfismo t per
cui valgano le relazioni

™

\{ ®% e Glp(h) === 0y » &

*
TeBuay=208,-7

qualunque siano a € A, be B (ove ap © ﬁ:m) sono definite come in
precedenza, in relazione perd al prodotto G == AB*).

H ovvio, per il teorema 3 ed il lemma 4, che la condizione &
sufficiente.

Tunfatti: il sistema B*, in quanto & isomorfo al gruppo B, & un
gruppo; risulta G — AB*; ed A @ automorfo ad 4 secondo %, B
® isomorfo 'a B* secondo t, ove « e T, verificano le (6) — in cui
si ponga 6= a —. .

La condizione suddetta & anche uecessaria in quanto. se esiste
1’automorfismo y indicato unell’enunciato. per tale y il grupvo B
si muterd in un certo gruppo B* per cui G —=AB* poiché per
ogni ge G si ha

¥(a) = v(ab) = e(ayy(b)

ove gli elementi y(b) formano il gruppo B* isomorfo a B.

Per il lemma 4 tale gruppo B+ & appunto un sistema di rappre-
sentanti di laterali (sinistri o destri) di 4 in G.

Cid detto, per completare la ‘dimostrazione della condizione
necessaria basta usare ancora il teorema 3 (chiamando t I’isomor-
fismo subordinato da y fra B e B*).

SECONDA PARTE

7. Richiamiamo alcune proposizioni sui gruppi prodotto di due
gruppi permutabili che ci saranno utili in seguito.

Cousideriamo un gruppo G = AB prodotto dei due gruppi per-
mutabili 4 e B con ANB =1; pensiamo i suoi elementi g scritti
nella forma (univocamente determinata (**)) g-=ab (con ac 4 e
be B) e consideriamo il Cayleyano sinistro Ce di G.

(*4) Cfr. n. 2
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Tale Cayleyano risulta essere un gruppo di sostituzioni sulle
coppje (ordinate) (a, b).

Diciamo ora M, I’insieme degli elementi di 4 ed M, I'insieme
degli elementi di B; sia poi M= M,>< M, l'insieme prodotto di
M, per M,, ciod l’insieme delle copple m=(a, b) ove ae M, e
beM,.

Siano I', il gruppo formato da tutte (*%) le sostituzioni su M,
e 1, il gruppo formato da tutte (*°) le sostituzioni su M;; Ags il
Cayleyano sinistro di 4 e B, il Cayleyano sinistro di B.

Indichiamo. con I';, =1, o Bg ii prodotto completo (‘) di I', e
By operante appunto su M e con X,,=T,0T, il prodotto completo
di ', e Iy, pure operaunte su M.

Si ha, ovviamente,

3 zab 2 rab.<

Ora, il Cayleyano Cg suddetio é un sotiogruppo del prodotio
completo T,, avente certi determinati caratternn (**) e quindi & anche
sottogruppo del prodotto completo X,,.

In seguito ogni G = AB lo penseremo, in generale, rappresen-
tato dal suo Cayleyano sinistio e quindi immerso in I'y, 0 in X,,.

8. Consideriamo un assegnato gruppo astratto G = AB del tipo
suddetto. Come in precedenza i1ndicheiemo gli element: del gruppo
A con a (minuscolo) dotato eventualmente di un indice o di un
apice o altro contrassegno.

Analogamente indicheremo gli elementi di B con la lettera b,
eventualmente dotata di un indice od un apice o altro contrassegno.

Supponiamo ora che il gruppo G =.4B sia immerso in T,, (o
2.) nel modo indicato al n. 7 e-chiamiamo con G tale immagine
di G in T, (0 %,,). Indichiamo con 4 e B le immagini (in T,, o
2,5), dei gruppi 4 e B, contenute in G-

L’ elemento a,b; di G risulta rappresentato in G dalla sostitu-

(t*) Naturalmente si potrd parlare di un tale Iy solo quando questo
« tulle » ha un significato. Cfr. la nota (¢ di [2].

(*¢) Vale anche qui un’osservazione analoga’a quella contenuta in ().
(*) Cfr. 2], n. 2.
(18) Cfr. [2], nn. 3, 4, ove si trovano notizie pill dettagliate in proposito.
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zione Sa3; per cui, ponendo abab, =ab,, si ha

(@, by — (‘;In Ek)’

qualunque sia (a,, b,)e M.
In particolare 1’elemento @, di A & rappresentato in A dalla
sostituzione S.,‘ per cui

(@, by) — (a.a;, by

qualunque sia (a,, b,)e M.

9. Si pud ora dimostrare il seguente

TeoreMA 6. - Sia dato un gruppo, astratio, G — AB prodotto
dei due gruppi permutabili A e B con AnB=1; consideriamo
Uimmagine G=AB di G, immersa in %,,. Vale allora la proprieta:
«tulti e soli gli automorfismi di G che lasciano fermi rispettivamente
i gruppi A e B si ottengono operando su G con gli automorfismi
internt di 2,, realizzali trasformando =,, con tutti gli elementi del

sottogruppo Nsx(A, B) di 3,, che & Uintersezione dei mormalizzanti
derBmEbstesso

Sia ora y un automorfismo di G che muta rispettivamente in
8d i due gruppi A e B.
Tale y operando sugli elementi g =a,b, d& luogo alla sostituzione

7 ’
@b, — a,'b,

ove a,’ e b,’ sono rispettivamente i trasformati di a, e b, per y

(gli apici aggiunti ai simboli @, e b, indicano ora rispettivamente

i trasformati per y di @, e b,). Tale sostituzione, che opera sulle

coppie (a;, b;), risulta essere un elemento Sy di Z,, ().
Calcoliamo S}~ Sab ,Sy; per S, * si ha

(@, b)) — (a5, by);
per S..‘y,j si ha 7

(@ b)) — (ak’ 5&)

(49) Infatti la sostituzione sulle sole a, subordinata da Sy appartiene a
I,, ed, a paritd di a,, quella sulle b; appartiene a I';. Cfr. [1], § 1.
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ove a,b, = abab, (cfr. n. 8) ed infine per S,

(a_hv bk) - (dh,’ 5/.-’)
ove a,’b, = a,'b/a,'b,’
Quindi (cfr. n. 8) si ha

—1
S, Sazbis‘{ = Sa',/blj s

in quanto (a,’, b’;) percorre tutto M (essendo vy un automorfismo
su G) ed @b/ & il corrispondente di ab; per vy.

Allora ogni automorfismo y di G che muta A4 e B in sé rispet-
tivamente, & realizzato su G (qualora si ritengano corrispondenti
gli elementi a.bje G ed Sus, € G) operando su F stesso, con un
certo automorfismo llltPlllO dl ., che si ottiene trasformando gli
elementi di X, con la precedente sostituzione S, (che appunto
appartiene a X, ).

Ovviamente, le S, considerate mutano in s¢ 1'insieme delle
sostituzioni Sy che (al variare di a, e 4) formano il gruppo 4 e
1'insieme delle sostituzioni Sbj che (al variare di b,e B) formano
il gruppo B. .

Quindi S, appartiene al normalizzante N,\,(A) di 4 in X,, ed al
normalizz: mte Ny (B) diBinx,e pertanto al sottogruppo Ns(4. B)—
= Ny(A)nNy(B).

Sia ora § una qualsiasi sostituzione appartenente ad Ny(A. ﬁ).

Una tale S trasforma in sé¢ il gruppo 4 e trasforma in sé il
gruppo B; quindi essa trasforma in s¢ anche G =4 B prodotto
dei due gruppi permutabili A e B (con AnB)=1).

Pertanto la S subordina su G un automorfismo, trasformandolo
in se.

Con cid il teorema & dimostrato.

Nora. - Aggiungiamo due semplici osservazioni immediata-
mente suggerite dal precedente teorema 5.

I) Dato il solito gruppo G =AB, il gruppo ‘Nx(4, B) pud
anche appartenere al centralizzante di G in =,. In tal caso non
vi & alcun automorfismo y diverso da quello identico che muti in
sé rispettivamente i gruppi A e B. Anzi: «condizione mnecessaria
e sufficiente perché non vi sia alcun auntomorfismo di G diverso da
quello tdentico, che muti in sé i sottogruppi A e B & che il gruppo
N3x(A, B) sia contenuto nel centralizzante di G in =,, ».

Il) Siano dati il gruppo G = AB (con le solite condizioni),
un automorfismo « di 4 ed un automorfismo § di B: «la condi-
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zione mecessaria e sufficiente percheé esista un automorfismo y di G
che muti in & rispettivamente i sottogruppi A e B operando su
essi come gli automorfismi « e § & che esista Nz(A B) una so-
stituzione la quale trasforms, rispettivamente, in sé A e B operando
come la « e la B stessa (*°).

10. Vale infine il seguente

TEOREMA 7. — Sta dato 2l gruppo astratio G = AB prodotto dei
due gruppi permutabili A e B con A NB = 1; consideriamo Pimma-
gine G =AB di & immersa in Z,,. Vale allora la seguente pro-
prieta : «tutti e soli gli automorfisme di G che lasciano fermo il
gruppo B si ottengono operando su G con gli automorfism interns
di X, realizzati trasformando >, con gli elementi del softog 0gruppo
NG, B), di 2., Che & I intersezione dei normalizzanti da Gedr B

m X, stesso».

Sia vy un automorfismo su G che muta in sé B secondo un certo
automorfismo 8 e muta 4 in un sottogruppo 4* di G, in generale
diverso da A.

Si avrd per g—a,b, e G (@,€4 e b,e L):

1(9) = v(@,bp) = v(a,)8(b)).
Sia
@) =ar e A* o Pb)=">¢eB.
Scriviamo

*7 ’
ar =a,"b,” (con a,"eAd e b eB);
s €

allora sara
Y(a,by) = a,"(b,"b)).

Applichiamo ora il lemma 4 (scambiando 1’ufficio che ivi ha
B con quello di 4 e viceversa); al variare di a,e 4 le corrispon-
denti az , descrivono un sistema di rappresentanti dei laterali di
B in G e quindi le a,” (per cui azl=a,."b,,”) sono tufte diverse
fra di loro.

(?°) Una volta fissate le solite corrispondenze fra gli elementi di G e
G e di conseguenza di 4 ed 4, di B o B.
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Ne viene che la sostituzione S;, per cui
(@, b — (@, b))

appartiene a X,,; infatti la sostituzione a, — a,” appartiene a T,
ed a parita di a, la sostituzione

by — b,"b)
appartiene a I,.
Calcoliamo ora Sy Sa 5,Sy: per la Sy si ha

(@, 0,"b,) — (@, by

ove (a,”, b,/b,) descrive tutto 1’insieme M= M, < M,; pe. la
Sa b, si ha

(ay, b)) — (‘_lm 51‘)
ove

ab, = abab,
ed infine per S,

(&In Bk) - (ak”) Bh,,l_)k')
ove

ahllbhllbkl f— ("llb‘!/b]l(.‘hllbh/'bkl'
Cid dice che

—1
Sy Sa,bjsr = Saz"(b,"b,') = Sr(a,b,)

Allora ogni automorfismo y di G che muta B in sé & realizzato
su G (qualora si ritengano corrispondenti gli elementi b, e G ed
Sa b € G) operando su G stesso con un certo automorfismo interno
di }.a,,, che si ottiene trasformando gli elementi di X,, con la pre-
cedente sostituzione S,.

Ovviamente, le S, considerate mutano in sé I'insieme delle
sostituzioni Sp che (al variare di b, € B) formano il gruppe B.

Quindi S, appartiene al normalizzante N;_(G) di G in X, ed
al normalizzante N},(B) dgi B in Z,, e pertanto al sottogruppo
Nx(G, B) Nx(@) n Nx(B).

Sia ora S una sostituzione qualsiasi appartenente ad Ny(G, B).

Una tale S trasforma in s® il gruppo G e trasforma in s@ il
gruppo Be quindi soddisfa alle condizioni del teorema che cosl
risulta completamente dimostrato.
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Nora- - Si possono qui fare osservazioni analoghe a quelle
poste alla fine del n. 9. Vi acceniamo brevemente.

I <« Condizione necessaria e sufficiente perché non vi sia alcun
automorfismo ¢ G diverso da quello identico che muti in sé il sotto-
gruppo B & che il gruppo Nx@&, B) appartenga al centralizzante
di G in 3, .

II) « La condizione mecessaria e sufficiente perché esista un
automorfismo y di G che muti in sé il sotlogruppo B operando su
di esso con un anwtom rrfismo assegnato 8 & che esisia in Nz(é, ﬁ)
una sostituzione la quale trasformi in s¢ B, operando come la 38
stessa (una volta fissata la solita corrispondenza fra B e B (*)).
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