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Àmpliamenti di automorfismi

in prodotti di gruppi permntabili.

Nota di CESART^A MARCHÏONNA TIRTÎ/ETTI (a Milano) (*)

Snnto. - Si considerano qruppi <r — AB rhe siano prodotto di due gruppi
permutabili A e B fcon ApB —IJ e si determinant) condistoni weces-
sari e e sufficienti perché, dato un automorfismo a su A ed un automor'
fismo p su B esista un automorfismo y su G che muti in se rispettiva-
mente i gruppi A e B operandn su di essi corne a e p. Si traita anche
una questione analoqa per il caso in eut sia fissatn a priori uno solo
degli automorfismi su A e B e si considerano aîcune altre generalizsasioni.

Le rispotte al problema in esame sono date usando sostansi aiment e
lue trattasioni diverse • una ri<tulta del tipo SchreTer e V altra fa uso
ei prodotti compleH di qruppi.

INTRODrZIONB

1. In questo lavoro si considerano gruppi G^=AB che siano
prodotto di due gruppi permutabili A e B (0 con A n B = 1 (f) e
si determinano condizioni necessarie e sufficienti perché, dati un
automorfismo oc su i ed un automorfismo p su B* esista un auto-
morfismo y su G che muti in se rispettivamente î gruppi A e B,
operando su di essi corne a e p.

Si considéra poi anche il caso in cui è dato un automorfismo
su uno solo dei due gruppi A e B, per esempio p su B, e si determi-
nano condizioni necessarie e sufficienti perché esista un automor-
fismo su G che muti in se il sottogruppo S, operando su di esso
corne p.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. 1*8 novembre 1961.
Questo lavoro è stato eseguito nell'ambito del Gruppo di ricerca n. 13

del C.I^.Tt. (1960-61).
(1) Cfr,, ad es., Gr. ZAPPA, Gruppi, corpi, equazioni, Liguori, Kapoli,

1954, cap. III, § 245 pag. 61.
(2) Taie scrittura: Af\B=zl, come di solito, significa che i due gruppi

A e B hanno in cornu ne solo l'unità.
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P^; presente lavoro ei trattano questi problemi insieme ad
.V,-.- „ ttfcl* d a qufrltohe generalizaazione.

tàle posto Bi dà una prima riapoeta (teorema
si r}attacca ad un'impostazione della teoria dei pro-

gruppi pernmtaBili mizïata da G. ZAPPA (*) e continnata
autori (% ed è una risposta che possiamo dire del

tipo
In questa trattazione si preeentano an che un caso particolare

{teorema % n, 4) ia cui A è eottogruppo normale di <r = AB, ed
iraa generaliz^azione (teorema 3, n. 5).

> Nei^ö Beçonxia patte del lavoro si considéra la etessa questione,
caratterizzaiiöo duppiinja gli automorfiemi di G che mut au o rispet-
tiramente in sè i gruppi A e B (teorema 6, n. 9) e poi quel h ehe
mutanp In eè uno solo dei sottogruppi A e B (teorema 7, n. 10),
e ciö con Puso dei prodotti completi di XHASNEB e KALOTJJNINE (6>.

Questa trattazione si riattacca alla caratterizzazione dei prodotii
di gruppi permu^abili come sottogruppi di certi prodotti completi (6).

Notiamo in fine che il problema txattato nel piesente lavoro
rientra in quello, più generale, di un analogo amphamento di
automorfismi per gruppi composti (in base a quai che legge) con
due o più gruppi.

In quest' ultimo problema si inquadra anchê  per esempio, quello
deir amphamento di automorfismi di gruppi m reiazione a sotto-
gruppi normali in essi contenuti, problema trattato, nel caso gene-
rale, da 0. ZAPPA (7).

PBIMA PABTE

2. Sia G~AB un gruppo prodotto di due gruppi permutabili
A e B, con A()B=1.

È noto (8) che gli elementi g del gruppo G si rappresentano,
in modo unico, nella forma J

(3) Cfr. [7].
(*) €fr., ad es. [5], anche per la bibliografia.

<«) Cfr. [2] e [4J.
« Cfr. [6J.
(8) Cfr. [7], n.l.
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con as A e be B e che si ha

(1) g = ab= baab

con bn e B ed abe A.
Chiamiamo con aé l'applicazione su A per cui

a -+ ab>

applicazione definita da (1) quando si considerano b fisso ed a
variabile; chiamiamo con 3„ T applicazione sn B per cui

b — b„

pure definita da (1), quando. invece, si considerano a fisso e 6
variabile.

Si usera anche, perché in qualche caso piu significativa, la
seguente nomenclafura :

(indicando. cioè con %h(a) il corrispondente di a s A per a6 ed,
analogamente, con $n(b) il corrispondente di be B per pn).

Notiamo ancora che. in generale, xh e 3,, non sono degli auto-
morfismi rispettivamente su A e B (9).

3. Sia a un'automorfismo sul Sjruppo A: indicheremo con
il corrispondente dell'elemento aeA per a.
Analosfamente. essendo 3 un automorfismo sul erruppo J5. indiche
remo con p(6) il corrispondente di bçB per 3 ed essendo Y u n

automorfismo su G sarà y(flrt il corrispondente di 76 6? per y.
* Notiamo inoltre che, in generale, Ie lettere a. 6, g% dotate even

tualmente di indici od apici contrassesrneranno elementi appar
tenenti, rispettivamente, ai gruppi A. B* G.

Tenendo conto délia précédente nomenclatura (nu. 2, 3) enun
ciamo il seguente

(9) Questo fatto si verifica facilmeate su casi pp^ïcolari (per esempio
su 6f24, grruppo totale su 4 eleraenti, considerato con. prodotto di un <xz

con un Gr8).
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1. - Sia Qr=:A'B, con Af|B = l un gruppo prodotto
dei due gruppi permutabili A e B e siano assegnati un automorfi*
smo a su A ed un autoniorfismo p su B.

Condizione necessaria e suffidente perché esista un automorfismo
Y su Gr che, rispettivamente, muti in sè i gruppi A e B, operando
sugli stessi come gli auiomorfismi a e p è che valgano Ie seguenti
relasioni

In particolare (cfr. n. 2) sarà

= Y(Mô), cioè

qualunque sia b e B ed a € A.

La condizione è necessaria.
Esista un automorfismo Y su G che subordini lispettivamente

su A e su B gli automorfismi, dati, a e p, cioè

--= oc(a) per a e i , qualsiasi ;

= p(5) per beBy qualsiasi.

adire

Di qui, per (1) si ha

e quindi

(2')

Tenuto conto di qaanto è detto alla fine del n. 2, queste ultime
relazioni si possono scrivere nella forma

= OCR/M • <x(a)
( I I)= ö a ( a ï . p(6),

(10) Notiamo che tali relazioni esprimono rispettivamente che ap,^ è
trasformata di a6 per a e P a ^ è trasformata di po per jï.

(11) Ovviamente la scrittura a-aft (o) indica — in accordo con l'uso
corrente — l'elemento (di A) che si ottiene trasformando a COJX l'appli-
cazione aft ed il risultato con 1' automorfismo a. Le altre scritture simili
hanno un significato analogo.
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la quale è equivalente alla (2) (essendo a e o elementi qualsiansi,
rispettivamente di A e B).

La condizione è sufficiente.
Yalgano Ie (2) che possiamo pensare scritte nella forma (2')*
Consideriamo l'applicazione y per cui

g = ab — a(a)p(6).

Taie y subordina x su i e p sa £ ; infatti

r(a) = v(a • e) = a(a). £(e) = a(a) • e = a(a)

T(o) = Y(e . ö) = a(e) • p(b) = e

Dobbiamo verificare che y è proprio un automorfismo su G.
Intanto ogni elemento g= ab è corrispondente (in y) di un

elemeuto g = a \ essendo a = a(a) e 5 = p(6), in quanto a e p sono
automorfismi rispettivamente su A e JB.

Siano ora
(yâ = ai^! e gt = a262

due elementi di G.
Si ha

Inoltre è

ove

(3) a« = (aB%r e

Sempre per definizione di Y si

Ora

e ciö applicando riepettivamente. Ie (3), Ie (2') e la (4).
Quindi 1' applicazione Y e proprio un automorfismo su G.
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4. Dal précédente teorema 1 sceude (usando sempre la stessa
nomenclatura) il seguente

TEOREMA. 2. - Sia Gr = AB un gruppo prodotto di due gruppi
permutabili A e B con A f | B : = l , ed A normale in Gr. Siano asse-
gnati d%e automor^smi % e 8 rispettivamente su A e B. Qondizione
necessaria e sufpciente perché esista un automorfismo y su Gr che.
rispettivamente, muti in sè i gruppi A e B operando sugli stessi
come gli automorflsmi % e % è che valga la relazione

(5) oc6 .a = a-oc3r&)

qualunque sia h s B.

Notiamo che per uu gruppo G del tino in questione gli elementi
si scrivono (in modo unico) nella forma

g = ab = bab.

Ne viene ora che (cfr. nn. 2, 3) 1'applicazione 6̂  (qualunque
sia a 6 A) è 1'aufcomorfLsmo identico s u E e l'applicazione xb per cui

a -H. ah = 6-Ja&

è un automorfismo su A (subordinato dall'automorfismo interno
su Gr che si ottiene tras for mando gli elementi di G con Telemento 6).

Le (2) si riducono allora alla sola

*b • tx = a . o t p ( b >

in qaauto la secouda delle stesse relazioni (2) è identicamente
soddisfatta.

NOTA. - Nei due teoreml precedenti Ie relazioni (2) e (5) si
semplificano assai se uno dei due automorfismi a e p è Tautomor-
fismo identico.

Se poi oc e p sono entrambi 1'automorfisoo.o ideutico 1'unico
automorfismo Y su G che subordini tali a e p s u J e S è 1' auto-
morfismo identico su Gr stesso.

5. Si puö estendere il précédente teorema 1 nel modo ehe ora
indicheremo .
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Ricordiamo che uno stesso gruppo G — AB con AÇ\B = 1 pro-
dotto di due gruppi permutabili A e B puö essere prodotto
di due gruppi A* e B* pur*»- permutabili. con A* isomorfo ad A
e 5 * isomorfo a B, e ciö eventunlmente in più modi (i2).

Per G = A*B* defLniamo su A* e B*, rispettivamente, délie
applicazioni %** e %!•(&* e J3*, a* e A*) nella stessa maniera in
oui sono state definite le y.6 e 3„ in relazione ad A e B.

Yale allora il seguente

3. - S*a ntaifo ?ti? yrnppo G=AB con AflB—1; O- sta
anche prodotto dei due gruppi permutahili A* p B* (con A* f)B* =
=; t) ot)e A h isomorfo ad A* nelVisomorfismo ? e B è isomorfo a
B* neirisomorfismo ~. Condizione necessaria e sufficiente perché
eststa un auto mor fismo y su CV c7?e muti A m A* corne er e B in
B* corne x è c&e valgano le relazioni

f T * P-r(a) = Pn • ff

qualnnqne siano a e A e b e B.

La dimostrazione di questo teorema è analoga a quella del
teorema 1, che si puö considerare un suo caso particolare notevole,
e pertanto la esponiamo brevemente.

La condizione è necessaria.
&ia y un automorfismo su G per cui

Y(a) — ff(o) e Y ( 6 ) =

ore a e A e 6 e B.
Ora

Di qui

Cfr. ad es. [3], n. 3.
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da cui si ha

> = <K*b(a))

che sono appunto Ie (6).
Lia condizione è sufficiente.
Consideriamo un'applicazione y per cui

Questa y, ovviamente, subordina ff f ra A ed Â* e T f ra B e 5 * ;
inoltre ogni g* ~ a*b* è corrispondente di un g, precisamente
del g = ab ove a* = <r(a) e 6* = T(6).

Siano ora
gt = afii e g2 =

Si ha:

ove
a2 = (as0v

ed infine

Y 0i)-Y(02) = <y(ai)- t (6 t ) . c(a2). T(62) = ff(a4)

ciö appunto per (6).
Quindi y è un automorfismo su G.

6. Premettiamo il seguente

LEMMA 4. - Dato il solito gruppo Qr — AB prodotto dei due
gruppi permutabili A e B cow \AnB = l, *wW* e soli i gruppi B*

cui Qr risulta prodotto dei due gruppi permutabili A e B* (cón
= l) sono i sistemi di rappresentanti dei laterali (sinistri

•e destri) di A in Q- che formano gruppo.
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Sia B* un sottogruppo di G per vui G — A*B* con A Ç)B*=1.
Gli elementi di B* saranno del tipo a» br con ar e A e & r e ^

Non vi po&sono essere in JB* due elementi distinti del tipo

6* =arfit e b* = arbr.

Se ciö fosse si avrebbe

•e siccome ,4(1^* = 1, sarebbe

6,*(6;)- i=i

e quindi 6* = 67* (ed ar =• ctr ).

Considenamo poi un qualsiasi bf e B, diverso dall'unita; sarà

brz=ahbh (con aheA e 6jt€jB*) e quindi

6/i = an br .

Quindi gli elementi di B* che sono del tipo ar b, (con 6r sempre

diverso e tale che per ogni breB vi è un bh = akbre B) formano
uu sistema di rappresentanti dei laterali destri di A in G.

Si puö ripetere una dimostrazione analoga scrivendo bi = btaVt

{6* e JB*) e vedere che gli elementi di B* formano anche un sistema
di rappresentanti dei laterali sinistri di A in G.

Sia ora un sistema JS* di rappresentanti dei laterali destri di
A in G ; sarà dato da elementi del tipo ar br (ove i br sono tutti
•diversi fra loro e tutti compaiono in tali ar br).

Sia g=za,bt un elemento di G; si puö sempre scrivere

g = arW ~ t

Quando l'insieme JS* è un gruppo B* la presente scrittura di
g dice che G è prodotto dei due gruppi permutabili A e B* ove,
ovviamente AC\B* = 1.

OSSEBVAZIONE. - Fra i sistemi di rappresentanti dei laterali
di A in Gr che formano gruppo, indicati nel précédente lemma,
vi sono gli eventuali trasformati di B in G (cioè i trasformati di
B per gli elementi di ,4) diversi da B stesso (1S).

(*3) Cfr. [3], n. 3.
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Dal teorema 3 si puó ora dedarre il segaente

5. - Bâti il solito gruppo (} —ÀB con Af)B = l
eî un automorflsmo a di A, condizione necessaria e sufficiente perché
esista un aufomorftsmo y su G che muti A in se. operando su A
orne a. è ç\°, evteii un sistema B* di rappresentanti dei laterali
di A in G-, il qu^le sia isomorfo a B secondo un isomorflsmo T per
cui valgano le relazioni

(7)

siano a e i , 6 e B (ove a,X(b) e ôar^ sono definite corne in
precedenza, in relazione perö al prodotto G — ÀB*).

Ê ovvio, per il teorema 3 ed il letnma 4, che la condizione è
sufficiente.

Tnfatti : il sistetna B*, in quanto è isomorfo al gruppo B, è un
gruppo; risulta G — AB* ; ed A è automorfo ad A secondo a, B
è isomorfo'a B* secondo T, ove a e T, verificano Je (6) — in cui
si ponga <r=. a —.

La condizione suddetta è anche necessaria in quanto, se esiste
rautomorfismo y indicato neil'enunciato, per taie y il gruppo B
si mnterà in un certo gruppo B* per cui G~AB* poichè per
ogni g s G si ha

ove gli eîementi y(b) formano il gruppo B* isomorfo a B.
Per il lemma 4 taie gruppo B* è appunto un sîstema di rappre-

sentanti di laterali (sinistri o destri) di A in G.
Ciö detto, per completare la dtmostrazione délia condizione

necessaria basta usare ancora il teorema 3 (chiamando T Tisomor»
fismo subordinato da y fra B e 2?*).

SECONDA PARTE

7. Richîamiamo alcune proposizioni sui gruppi prodotto di
gruppi permutabili che ci saranno utili in seguito.

Consideriamo un gruppo G = AB prodotto dei due gruppi per-
ma tab il i A e B con AflB— 1; pensiamo i suoi elementi g scritti
nella forma (univocamente determinata (l4)) g~ab (con a e A e
beB) e consideriamo il Cayleyano sinistroJ^G di G.

(") Cfr. n. 2
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Tale Cayleyano risulta essere un gruppo di sostituzioni sulle
coppje (ordinate) (a, b).'

Diciamo ora Ma Pinsieme degli elementi di A ed Mb Finsieme
degli elementi di B; sia poi M=Max Mb l'insieme prodotto di
Ma per Mb, cioè l'insieme delle coppie m — (a, b) ove aeMa e
beMb.

Siano Va il gruppo formato da tutte (J5) Ie sostituzioni su Ma

e 1'6 il gruppo formato cl a lutte (J6) le sostituzioni su Mb ; As il
Cayleyano sinistro di A e B$ il (Jayleyano sinistro di B.

Indichiamo con Vat> — Ta o Bs ü prodotto completo ('7) di ra e
Bs opérante appunto su M e con 20ft = ra o Tb il prodotto completo
di ra e r6, pure opérante su Jkl.

JSi ha, ovviamente,

Ora, il Cayleyano OQ suddetio è un sotiogruppo del prodotio
completo Tûb avente certi deteiminati caratten {ïb) e qumdi è anche
sottogruppo del prodotto completo 2a6.

In seguito ogni G =_ AB lo penseremo, in generale, rappresen-
tato dal suo Cayleyano sinistio e quindi immerso in ra6 o in 2a6.

8, Consideriamo un assegnato gruppo astratto G = AB del tipo
euddetto. Come in precedenza ïndicheiemo gli elementi del gruppo
A con a (minuscolo) dotato eventualmente di un indice o di un
apice o altro contrassegno.

Analogamente indicheremo gh elementi di B con ia letteia b,
eyentualmente dotata di un indice od un apice o altro contrassegno.

Supponiamo ora che il gruppo G=^AB sia immerso in Tab (o
25a6) nel modo indicato al n. 7 e chiamiamo con G tale immagine
di G in Tab (o \b), Indichiamo con Â e ~B Ie immagini (in Tab o
2o6), dei gruppi A e B, contenute in G.

U elemento atbj di G risulta rappresentato in G dalla sostitu-

(15) Naturalmente si potrà pari are di un tale J}a' solo quando questo
tutte » ha un significato. Cfr. la nota (4) di [2].

(16) Yale anche qui un'oseervazione analoga'a quella contenuta in (15).
(«) Cfr. [2], n. 2.
(A8) Cfr. [2], nn. 3, 4, ove si trovano notizie più dettagliate in proposito.



4 6 0 CES ABT NA MARCHIONNA TIBILETTI

zione Sa.b^ per cuh ponendo o>ibjakbk^=ahbky si ha

qualunque sia (aA, bk) e M.
In particolare Telemento at &i A è rappresentato in Â dalla

sostituzione Sa per c u i

qualunque sia (ah, bk)eM.

9. Si puó ora dimostrare il seguente

TEOREMA 6. - Sia dato un gruppo, astratto, Qr = AB prodotto
dei due gruppi permutabili A e B cow Af|B = l ; consideriamo~
l'immagine Ö—ÂB di Gr, immersa in 2n6. Vale allora la propriété:
* tutti e solt gli automorfistni di <£ che lasdano fermi rispettivamente
i gruppi Â e B si ottengono operando su ö con gli automorfismi
interni di 2„6 realiszati trasformando 2a6 con tutti gli elementi del
sottogruppo N Î (Â , B) di 2n6 che è Vintersesione dei normalizzanti
di A e B in 2n6 stesso.

Sia ora y un automorfismo di G che muta rispettivamente in
se i due gruppi A e B.

Taie y operando sugli elementi g~ahbk 4à luogo alla sostituzione

ove aA' e bk' sono rispettivamente i trasformati di ah e 6A per y
(gli apici aggiunti ai simboli ah e 6& indicano ora rispettivamente
i trasformati per y di ah e 6A). Tale sostituzione, che opera sulle
coppie (oA, 6̂ .), risulta essere Hu elemento Sr di 2a6 (

I9).
Calcoliamo S^Sab^; per iSÇ"1 si ha

per Sa b- si ha

(19) Infatti la sostituzione sulle sole ah subordinata da Sr appartiene a
r a , ed, a parità di aA, quella sulle bh appartiene a JPÔ. Cfr. [1], § 1.
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ove ahbk = a^bjaljbk (cfr. n. 8) ed infine per S r

K, bk)-(ak', V)
ove ak'bk = a/b/a^b^

Quindi (cfr. n. 8) si ha

in quinto (a;,\ 6't) percorre tutto Af (essendo y u n automorfismo
SH Gr) ed a/b/ è il corrispondeiite di axbs per y.

Alloi'ïi ogni automorfismo y di G che muta A e J? in sè rispet-
tivamente, 6 rettlizzato su G (qualora si riten^ano corriRpondenti
gli elementi athssG ed Sa^^sG) operando su G stesso, cou un
certo automorfismo interno di 2„ft, che si ottieue triisformando gli
elementi di ^((i cou la précédente sostituzione *5v (che appunto
appartiene a ^rlU).

Ovviamente, Ie »S, cf)iisiderate mutano in sè V insieme delle
sostituzioni Sa che (at variare di ateA) formano il gruppo Â e
Tinsieme delle sostituzioni Sb- che (al variare di b^B) formano
il gruppo B.

Quindi »Sr appartiene al normalizzante Nv(A) di A in 2,,,, ed al
l i t ^(B) di B in \ b e pertanto al sottogruppo Nz(A. B)z=

Sia ora 5 una qualsiasi sostituzione appartenente ad ATv(i, B).
TTna tale 5 tras forma in sè il gruppo A e trasforma in sè il

gruppo B ; quindi essa trasforma in sè anche G = A B prodotto
dei due gruppi permutabili A e B (con ÂnB)=zi).

Pertanto la S subordina su tf un automorfismo, trasformandolo
in sè.

Con cio il teorema è dimostrato.

NOTA. - Aggiungiamo due semplici osservazioni immediata-
mente suggerite dal précédente teorema 5.

I) Dato il solito gruppo G~AB, il gruppo Nz(A, B) puo
anche appartenere al centralizzante di G in - a ô . In tal caso non
vi è alcun automorfismo y diverso da quello identico che muti in
sè rispettivamente i gruppi A e B. Anzi : « condizione necessaria
e sufficiente perché non vi sta alcun antomorfismo di G diverso da
quello identico, che muti in sè i sottogruppi A e B è che il gruppo

B) sia contenuto nel centralizzante di (f in 2a& ».

IE) Siano dati il gruppo G = AB (cou le solite condizioni),
un automorfismo a di A ed un automorfismo (S di B : « la condi-
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zione necessaria e suffidente perché esista un aütomorfismo y di G
_che muti in sè rispettivamente i sottogruppi A e B operando su

essi come gli automorflsmi a e ji è che eststa %n NI(AJ B) Ma so-
stituzione la quale trasformi, rispettivamente, in sè Â e B operando
come la & e la $ stessa (*°).

10. Vale infine il seguente

TEOREMA 7. - /Sm da^o *Z gruppo astratto G = AB prodotto dei
due gruppi permutabili A e B c<m AHB=: 1 ; consideriamo Vimma-
gine Gr = ABdi Gr immersa in Sa&. Vale allora la segttente pro-
priété : « tutti e soli gli autovnorfismi di Gr che lasciano fernw il
gruppo B si ottengono operando su Gr con gli automorfismi inierni
di 2n& realizzati trasformando la& con gli elementi del sottogrtippo
N & B), di 20ft, che è V interseztone dei normalizzanti dt CxediB

Sia y un aütomorfismo su G che muta in sé B secondo un certo
automorfisino fi e muta i iû uu sottogruppo A* di (x, in generale
diverso da A.

Si ayrà per g = akbk e G (aheA e bk e b) :

Sia

Scriviamo

Y(aA) — an e A * e p(6A) = 6A' e JB.

OA' = aA"6A" (con ah" e A e bk"eB);

allora sar à

Y(«A)=«„"(&„"&;).

Applichiamo ora il lemma 4 (scambiando l'ufficio che i^i ha
B con quello di A e viceversa) ; al variare di ah e il le corrispon-
denti an , descriyono un sistema di rappresentanti dei laterali di
B in G e quindi le ah" (per cui at = ah"bh") sono tutte diverse
fra di loro.

(20) Una volta fissate le solite corrispondenze fra gli elementi di
O e di conseguenza di A ed Ây di B e B.
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Ne viene che la sostituzione Sr , per cui

appartiene a Saö ; infatti la sostituzione ak -* ah" appartiene a r a

ed a parità di ah la sostituzione

appartiene a Fô.
Calcoliamo ora S^Sa b Sr : per la S~ si ha

ove (ah"j bh''bk') descrive tutto Pinsieme M=zMaxMb; pe± ia
Sa^b si ha

ove
a, t64 = axb>ahbx

ed infine per Sr

ove

<'öfc"öt' = a;%"b;ah"bh"bk'.
Ciö dice che

Allora ogni automorfismo y di G che muta £ in sè è realizzato
su & (qualora si ritengano corrispondenti gli elementi axb3 e G ed
Sa b eG) operando su G stesso con un certo autoiaorfisnio interno
di 2ab, che si ottiene trasformando gli elementi di 20& con la pré-
cédente sostituzione Sx.

Ovviamente, Ie &T considerate mutano in sé l'insieme delle
sostituzioni Sb che (al variare di b3 e B) formano il gruppo J3.

Quindi Sr appartiene al normalizzante Ni(G) di G in -oö ed
al normalizzante Ni(É) di Î? in 2ab e pertanto al sottogruppo
NÏ(G, 3) = Ni(G) n 2Vj{B).

Sia ora S una sostituzione qualsiasi appartenente ad Ni(G, B).
Una tale £ trasforma in sè il gruppo G e trasforma in sè il

gruppo JB e quindi soddisfa alle condizioni del teorema che cosi
risulta completamente dimostrato.
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NOTA.- - Si «possono qai fare osservazioni analoghe a quelle-
poste alla fine del n. 9. Yi acceniamo brevemente.

I « Oonàizione necessaria e sufficiente perché non vi sia olcun
automorfismo U Q- diverse* da quello identico che muti in se il sotto*
gruppo B è che il grnopo ~Ni(Qc, B) appartenga al centralizzante
di <3r in 2afc » .

II) « La coniizione necessaria e s efficiente perché esista un
automorfîsmo y di G- che muti in se il sottogruppo B operando su
di esso COYV un atitomirfi^m'y asseqnato fi è che esista in N^Gr, B)
una sostituzione la qwüe tras f or mi in se B, operando corne la &
stessa (una volta fissata la solita corrispondenza fra B e B (fl))-
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