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Sull'esistenza delle solazioni per aleuni sistemi
di equazioni integrodifferenzialL

Nota di GAETANO CARADONNA (a Bari). (*) (**).

Santo* - È contenuto nelle righe che precedono il n. 1 del testo.

Consideriamo il segaente problema:

1)

8^ = F{x, y, lu(x, t)dt, u, t>

lx, y)eR
X

^ = G (x9 y, j v(i> y)dt, u, v\

v{x, 0) = 0

iove B è il quadrato definito dalle limitazioni :

e Ie funzioni F(x, y, 0, w, v) e G(x, y, 2, u, v) sono definite nello
strato

S: [x,y)eB9 | z \ , | u | , | Ü | < •+- 00.

Intendiamo per soluzione del problema (1), (2) una [coppia di
funzioni u(x, y)} v(x, y) continue in R> che siano dotate delle deri-
vate che figurano nelle (1) e verifichino Ie (1) e (2).

f) Pervenuta alla öegreteria dell'U. M. I. il 3 ottobre 1961.
(**) La presente ]N*ota fa parte della realizzazione del programma del

Gruppo di Ricerca n. 19 del Comitato Kazïonale per la Matematica del
<3onsiglio Kazionale delle Bicerche per il 1960-61.
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Nel caso in cui F e G non dipeudano da s, A. ZIVAROSA [5J,
J6], servendosi dei mefcodi dell' analisi f unzioaale, ha stabilito dei
teoremi di esistenza in ipotesi abbdstanza generali per F e G (*).

L. MERLT [3j ha studiato il problema (1|, (2), nel caso in cui
F e G dipendano da #, e ha stabilito un teorema di esistenza,
«upponendo che F e G verifichino una ipotesi del tipo di OSGOOD,

la prima rispetto ad tt e la seconda rispetto a v.
In questa Nota mi sono proposto di stabilire un teorema di

esistenza per il problema (1), (2) in ipotesi per F e G del tipo di
quelle fatte dallo ZITAROSA nel caso in cui F e G sono indipen-
denti da z.

Tale teorema trovasi nel n. 1, e Pimpostazione della dimostra-
aione è quella segaita dallo ZITAROSA nel citato lavoro. Invero
mostro che la risoluzioue del probleaia (1), (2) è equivalente al
provare Y esistenza di un punto unito in una cerfca trasformazione
funzionale; e poi per mostrare ciö faccio uao del nofco teorema
di SCHAUDER |4].

Nel n. 2 vie ne stabilito uu analogo teorema per il problema
costituito dalle

— =zF\x, y1 iu(x. t)dt, n, v)
dx \ 1 )

dy T l '

, V) e B

dalle (2).
Il n. 3 è dedicato ad alcune osservazioni.

1. Consideriamo lo spazio C(0> delle fanzioni continue in B e
adottiatno per esso la metrica lagrangiana di ordine zero; esso
risulterà - oltre che lin^are - normale e completo. Consideriamo
inoltre lo spazio 1 i cui elementi sono Ie coppie ordinate
W = [z{x, y), «(.«, y% con ex, y) e v[x, y) appartenenti a C(0); tale

(l) Per la letteratura riguardante lo studio dçl problema (1), (2), nel
caso in cui F e ff non dipendano da 2, rinvio ai lavori [2] e [6].

I risultati stabiliti da Z[TAROSA. SOUO stati poi ritrovati da GuaLiELMiNO
{2] con un noto metodo introdotto da TONELLT e basato sul teorema di
ASCOLÏ-ABZBL. \ ^

27



400 GAETANO CÂBADONNA

spazio, prodotto topologico di C<0) per C<0>, è lineare, normale e
completo, con norm a

II W || — max | z I -4- rnax I v | .
E RE

~Nél seguito un generico elemento di 2 lo indicheremo breve-
men te con W ss [zy v\.

A). Siano F(x, y, z, u, v) e G{xt y3 z, u, v) due fuiizioni con-
tinue e limitate nello strato S, e poniamo: F=z sup | F(x. y, 0, u, v) \ ,

s
G = sup I G(Xy y, Zy u, v) \ ;

s
B) Indicato con I l'insieme delle coppie [0, v] e - e tali che

j 2 I < B1* I v{&, 2/1) — *>(#? 2/Ï) I ̂  ö I 2/1 — 2/Ï I » ^(^Ï 0) = 0 (2)̂

per ogni fissato W ss [0, u j e l e per ogni fis^ato y di (0, 1) iï
problema differenziale ordinario

d^=F(x, y, z(x, y), u, v{x, y)) (x, y) e R

u{0, y)~0

non ammetta più di una soluzione;

C) II problema

^ v'=G(0, y. 0, X), v)

\ v(Q)=z0

nella funzione incognita v{y), non ammetta più di una soluzione (*):

D) Comunque si assegnino un cc0, taïe che ö<a : 0 <; l , un*
funzione z(y) continua in (0, 1) e tal e che | z(y) \ ^ (?, e una

(2) Dalle ipotesi ora fatte ne viene subito che

\v(x, y ) | < & , fe y)G
Infatti:

I t;(or, 2/) I = I v(co, y) - v(x,0) | Ö
<3) L' esistenza di una soluzione per questo problema e per il probleipa

s,v è, per noti teorenri, assicurata dalla A).



suceessione | un{y) I di funzioni continue in (0, 1), tali che ivi
I Wniy) | !=E If, 1' equazione

y

Viy)= Urn
t t -—•- OO

o

non abbia piu di una soluzione (assolutamente) continua Y (y) (4).
Yogliamo dimostrare che vale il seguente teorema:

I. - Nelle ipotesi A), h), C) e D) il problema (1), (2) ammette
almeno una soluzione.

Pissiamo W = [0, v]e I e sia u(x, y) la corrispondente soluzione
del problema (4)s, „ . Posto :

X

15) «(ar, y) -j v(t, y)dt,

dove v(x, y) è la funzione precedentemente fissata con W, sia
v'(x, y) la soluzione del problema (5|:

(6)
~ = Gc[x% y, s(ar, y), uix, y), v) {x, y) e R
dy

v(x, 0 ) ^ 0 0 < x < 1.

È ovvio che v'(x, 2/) risulta continua in R. Posto:

(4) Si possono dare delle condizioni sufficienti affinchè 1' ipotesi D)
sia verificata. P e r questo cfr. [5], n. % 248-251, n. 4, 254-256, n. 5, 256-258
e anche [6], n. 3, 30-32.

(5) Che il problenga (6) ammette soluzione è assicurato, p e r noti teoremj,
dal l ' ipotesi A). Che poi la Boluzione sia unica è ev iden te : infatt i se
# = 0, tenuto conto che s(0, y) = 0, u(0, y) — 0, v(0, 0 ) = 0 , Punic i tà è assi-
curata dall ' ipotesi C); se invece è 0 < s c < l , posto xQ = ac, s(y) = s(x, y),
Un{y) — u(Xj y), l 'nnic i ta è assicurata da l l ' ip t tea i D), tenuto conto del
fatto che, per quanto osservato in (2)j è | s(x, y) \ < G 0 che, come si
nota subito, è | u(x, y) | < | F |.
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a W = [a?5 v] facciamo corrispondere W = [z', v% che ovviamente
appartiene a 2. Abbiamo cosï definito in I una trasformazione
f un zi on aie :

W'= T{W).

U esistenza di un punto unito per la T équivale all'esistenza
di una soluzione per il problema (1), (2):

ry

Infatti se W = W ' si ha z ss z' = j 'u(x, t)dt e v = v'.
o

Rileviamo ora che, per W e l , temito conto dell'ipotesi A), si
rede subito che anche F ' e J , cioè la T tras forma Finsieme I in
se stesso.

Per dimostrare che la trasformazione T{W) ammefïe almeuo
un punto unito nell'insieme I, che peraltro è limitato, chiuso e
eonvessoT bastera, in base al citato teorema di J. SCHATJDER [4],
provare che essa è complet «mente continua, cioè che è continua
in I e trasforma I in un insieme compatto.

Proviatno anzitütto che la T è continua.
Detta î Wn \, con Wn ^̂  [zn, vn], una successione di elementi

di I che converge a W ^ \z, v] e I, dobbiamo dimostrare che anche
la suceessione | Wn' \, con W«' = [0„', vn'] corrispondente di Wn,
tende in norma a W ^ [%', v'] corrispondente di W; cioè che da

«8) lim || W n — W | | = 0 ,
n—»-oo

«egue :

(9) lim [| Wn' — W' || = 0.
n

Bileviamo che per ciö basta dimostrare che da

(10} lim \\vn — v\\= 0, lim || z« — z || — 0,
« —» 00 « —«- 00

segue

(11) lim || t?»' — v' || = O, lim || zn' — z' || = 0.

Cominciamo a provare che, se sono verificate Ie (10), si ha:

(12) lim ;|WH — «'|l = 0.
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Infatti ammettiamo che la (12) sia falsa. Allo ra esiatono un
s > 0 ed una successione \unii\ estratta da \un\ tale che

(13) ll^nt — «il > , g :

dalla prima delle (10) segue che Ie vn sono equicontiuue ed equi-
limitate, mentre da]la seconda delle (10) segue che Ie zn aono
equicontinue ed equilimitate; e quindi, per un teorema stabilito
da C. CILIBERTO (6), è compattü la \un\ e percio anche la \uHki.
Esiste dunque una successione estratta dalla \Unk\ convergente,
uniformément^ in F, verso una funzione w'(x, y) la quale ris uit A
soluzione del problema- (4)e, 0 t

7)- ̂ a taîo problema^ come si è detto,
ha soluzione unica, e quindi tt'ix, y) ̂  u\x, ij) in /?. E ciù è in
contrasto con il fatto che dalla {VA) segue:

Dunque è valida la (12). Tenu ta, presente la (7) e oonsidorato
y

che %n =Jun(x, t)flf. si xede subi to che dal la M*-) si lia la seconda
o

delle (11).
Rileviamo ora che dalla prima delle (10). per la (5), si ha

lim || sn — s [| =r 0: tenuto conto di oio <- della (12). si dimostra ia

prima delle (11) in modo analogo a quanto fatto per pro vare la (12).
ma facendo ora uso delle ipotesi C) e Du

Dimostriamo ora che 1 h tra s formate dalla T in un insieine
compatto. Infatti al- variare di W in ƒ. "tenuto conto del fatto che
F è limitata, la tt(x, y\ soluzione del problema (4)ZfV descrive uu
insieme di funzioni equilimitate in E, equicontinue rispetto a x<
uniformemente rispetto a y. Conseguentemente, tenuto conto della
(7), z'(x, y) descrive, sempre al variare di IV" in I. uu insieme dl
funzioni equilimitate ed equitontinue in R.

(6) Cfr. [ljj teorema J pag. 20-21 : cfr. nnche |5], teorema I I pag. 24B-24T
e osservazione di pag. 263.

(7) Infatti. detta | um \ In successione COIIAT eigent e, uniformemente m R.
verso u, si osservi che

— / , um{t. y), vm(ç, y))dl
o

e quindi si passi al. limite per m —*-
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È ovvio poi che, quando W varia nell'insieme J, poichè per
la, B) le v sono equilipschitziane rispetto a y, uniformemente
rispetto a x , la s(x9 y)y definita dalla (5), descrive un insieme di
fnnzioni equilimitate ed equicontinue in R. Quindi, tenuto conto
delle ipotesi C) e D), in base ad un teorema stabilito dallo
ZITAROSA (8), ne viene che v' descrive un insieme di f unzioni
equilimitate ëd equicontinue in R.

Dai ragionamenti fatti segue che 1' insieme I è mutato dalla
•onsiderata trasformazione in un insieme compattó. Il teorema è
. iuindi dimostrato.

2. Mantenendo Ie notazioni stabilité nel n. 1 notiamo che vale
an che il seguente altro teorema:

I I . - Nelle ipotesi A), B), G) e D), il prohlema (3), (2) ammette
almenp una soluzione.

Definiamo nel già considerato insieme j di ï uua trasforma-
none W = T(W)".nel modo seguente: Fissato W^=[z, t ) ]e l , sia
n{x, y) la soluzipne del problema

du ' '
- = F(x, y. s{x, y), u, v(x, y)) (x, y) e R

u(0,y)=O 0 < K < L

(8) Cfr. [5], teorema I pag. 244 e osservazioni di pag. 247 e di pag. 263.
Uleviamo che il teorema stabilito da ZITAROSA assicura la compattezza
lelie sol uz ion i v(x, y) del siste m a (6), quando s(oc, y) e u(x, y) descriyono
ïsiemi di f unzioni equilimitate .ed equioontinue rispetto a &r uniforme-
ente rispetto a y, sotto la seguente ipotesi: D') Comunque si assegnino
\ x0, tale che 0 < O Ï 0 < i , e due succession! j un{y) \ e { sn{y) \ di f unzioni

f.ontinuë in (0, 1), e tali che 1 un(y) | ^F e [ &n{y) \ < G-* l'equazione:

= lim (G(x^ T, SM(T), un[x), V(x))dz, 0 < y <

non abbia più di una soluzione (assolutamente) continua
Siccome, perö, nel nostro caso Ie f unzioni s(x, y), al variare di W. in I,

come si è visto, descrivono un insieme compattó, non è difficile vedere,
rifacendo la dimostrazione del teorema stabilito da ZITAROSA, che la tesi
i i tale teorema è valida anche quando le funzioni s(x, y) descrivono un
Insieme compattó e Ie u(x, y) descrivono uu insieme di funzioni equilimi-
tate ed equicontinue rispetto a x, uniformemente rispetto a y, bastandö,
in tal casOj fare in luogo döll' ipotesi D') Pipotësi ruenö restrittiva D).
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Consideriamo poi il problema

Jf '

— = Gfx, y, lu(x, t)dt, u{x, y), v\ (%, y) e R

v(x, 0) = 0 0 < as < £

dove t*(x, y) è Ia soluzione del problema (14)S)V, e sia v'(x^ y) la
y

sua soluzione (9). Posto z\x, y)=ju(x, t)dt, a W s [z, v] facciamo
o

corrispondere W = \z\ t)'].
t Si vede facilmente che Fesistenza di una soluzione per il pro-
blema (3), (2) équivale all'esistenza di uu punto unito per la tra-
Bformazione cosï definita. Con procedimeuto noijf differente da
quello seguito Bel caso del teorema I, si prova che T ammette
almeno un punto unito nell'insieme L

3. OSSERVAZIONE la. - Non è difficile constatare che, se il
problema (1), (2) ammette soluzione, è risolubile anche il problema :

(16)

ü[x, 0) = 0 L mO y) = 0
ö^aSl, (18) 0 < y < l

V(x, 0)^0 f V(0, y) = 0

dove per^soluzione di un taie problema si intende una coppia di
funzioni Ü(x, y) e V(x, y) continue in JR, dotate delle derivate che
figurano nelle (16) e verificanti Ie (16), (17) e (18).

Invero, supposto che1 il problema (1), (2) ammetta una soluzione
), <v(x, y), posto:

y x

ü(x, y) = fu(x, 4)dt, V{x, y) = ƒ «

Yal^ iv ' osservazione analoga a quella fatta in (5).
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si vede subito che Ie funziom TJ{x, y) e V(x, y) verificano il
pwblema (16), (17), ̂ 18). . ^

Di qui Be Tien e che il teorema I dà anche un teorema di
e sist en za per il prcblema (16), (17), (18).

Analoga osservazione vale per il problema:

(19) ( (x, y)eR
d-?=G(x,y, U, Uy; V)

l, (21) ü(0, y)=0 0 < » < l .

Invero se u{x, y) e v{x. y) è soluzione del problema (3), (2), posto •

y

U(x, y) = f u(x, t)dt, V(x, y) = v(x, y),
J c

0

*i trova subito che U(x> y)> V(x, y) è soluzione del problema (19)
(20), (21). !Ne viene che il teorema I I dà anche un teorema d
eaistenza per il problema (19), (20)., (21).

In particolare se F=G=z f, il problema (19), (20), (21), tenu*

conto del fatto che dalle (19) e (20) segue V(x, y)= — , si muti
dx

nel problema di DABBOUX:

= f(x. y, z> &*, sy) (ar, y)eR
dxdy

(22) j

Allora il teorema II, nel caso in cui F=G — f, fornisce
teorema di esistenza per il problema di DAHBOTJX (IO).

(i0) Tale teorema è contenuto in teoremi stabiliti da ZITAROSA e *
GüGLiELMiNO. Invero, ferme restaxido Ie ipotesi A)< C) e D), l'ipotf
B) è meno generale di un'analoga ipoteBi fatta da ZITAROSA e
GÜGUELMINO. In proposito cfr. [6], n. 4, b2-35 e [2], nn. 2-3, 68-75.
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OSSERVAZIONE 2". - Supponiamo in particolare che per Ie
funzioni F e G siano verificate Ie seguenti ipotesi:

(23) | F(x9 y, z, u\ v) — F[x9 y, z, u, v) | <xf I u — «' I )

(24) G[x, y, z, u9 o') — G(x, % z, u, v) I < w( | « — v' | )

dove /(p), n(o-) sono dne funzioni continue per p^O, <7^0, / ( ^ > O
per p > O e T:((T) > O per a > O, con

lim I —f- = -h oo, lim i — = -+- oo, ft > 0.

Ora, in base a noti criteri di unicità per Ie equazioni differen-
ziali urdinarie, è ovvio che Ie ipotesi (23), (24) assicurino il Terifi-
carsi rispettivamente delle ipotesi B) e C); inoltre, per quanto
rilevato dallo ZITAROSA ("), la (24) aseicura il verificarsi delFipo-
tesi D)\ pertanto i risultati stabiliti da MEBLI (12) sono conte-
nuti in quelli conseguiti in questo lavoro.
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