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inyarianti proiettivi simultanei di un elemento di rigata
e di un altro elemento.

Nota di MAGDA EOLANDO (a Torino) (*)

Sommario. - In questo lavoro troviamo gli invananti proiettivi a) di una
coppia di eïementi di rigata (n{ 2-8) ; b) della coppia fermata da un
elemento di rigata insieme con una calotta superfidale del II ordine
(n° 9); e fmalmente c) della coppia formata da un elemento di rigata
insieme con un elemento curvilineo del III ordine (n° 10), II concetto
dell'elemento di rigata è chiarito al n° 1,

Summary. - In this paper we study the projective invariants : a) of a
pur of éléments of ruled surfaces (n.s 2-8), b) of a pair formed by an

element of a ruled surface together with a superficial cap of second
order (n. 9) ; c) of a pair formed by an element of a ruled surface
together with a curvihnear element of order three. The concept of an
« element of a ruled surface » is explained in n. 1

1. Una rigata, clie ei limitiamo a supporre analitica, è rappre-
sentabile esprimendo Ie coordinate di retta in funzione di un para-
metro. Sviluppando dette funzioni in serie di potenze e conside-
rando tutti i termini fino a quelli di ordine n, si ottiene la rappre-
sentazione analitica di un elemento R„ di ordine n di rigata uscente
da una sua génératrice generica r (la quale puö essere chiamata
« origine » dell'elemento En). Un BQ è costituito da una retta, (la r);
un i£j è costituito dalla retta r e dai piani tangenti alla rigata
R, condotti in ogni punto della r.

La rappresentazione analitica deiri2n è la seguente (dalla quale
émerge anche che un Bn dipende da 4 H- Sn parametri). Si puö
assumere per esempio lo spigolo AAAZ del tetraedro di riferimento
AlA2AzA* coincidente con la r, si puö immagmare che in prossi-
mità di r, Ie generatrici di B siano date assegnando p,3/j934: pu/pu ;
p2jpi4 come funzioni di t=pxjpu sviluppate localmente in serie
di potenze :

= at -*• ̂  -+-.- H~ ant
n -4- [» -+- 1]

= CJ •+• ctt* -+- ... -+• cjn + [n + l ]

Le equ^azioni scritte definiscono appunto un Bn.

(¥) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 4 settembre 1961.
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3 2 0 MAGDA ROLANDO

Qaalora si iuterpretino Ie pik come coordinate di punto neirS5?>

ad un eleniento di ordine n generico di rigata corrisponde un
elemento curvilineo di ordine n apparfcenente alla quadrica dt
KLEIN.

I. - Invarianti proiettivi di una coppia di elementi di rigata*

2. Caso di due relie origine r e r' dis tin te e non incidenti.

Nello spazio a tre dimensioni si considerino due rigate R e R
e due loro generatrici r e r' sghembe (l).

Si assuma il tetraedro di riferimento in modo che gli spigoli
A4A3 e AlA% coincidano rispettivamente con le due generatrici r e r'.

Si rappresentino parametricamente le due rigate in coordinate-
omogenee mediante Ie equazioni :

C xx = txd •+- p (t)x4 con p (0) = m (0) = q (0) = 0

\ xt = m (t)xz -h q (t)x4 e * =
(2.1)

x3 = ux1 -+- p'{u)xt con p'(0) = m'(Q) = q'(0) = 0

x4 = mf(u)x1 -+- q'(u)x* e u = —

(risulta cosï rispettata la particolare scelta del sistema di riferi-
mento di cui al n° 1). Le generatrici r e r' si ottengono rispetti-
vamente per f = 0 e per tt = 0.

Si consideri la proiettività TT che nasce dalF associare alla pun-
teggiata P{r) la punteggiata Pj(r), dove Px è la traccia sulla r del
piano tangente alla rigata R' nel punto P' della r' segato au questa
dal piano tangente alla R nel punto P della r, e si assumano i
vertici A% e A4 del tetraedro di riferimento nei due punti uniti
di detta proiettività che per ora supponiamo distinti (2).

(4) A queste ipotesi, valide nei numeri 2 - 6 vanno anehe aggiunte
altre ipotesi di genericità che sottintendiamo nel seguito, come quella che
la quadrica Q' di cui parliamo al n° 6 non contenga la r.

(2) JSel caso in cui la proiettività n ö parabolica, studiando con proce-
diraenti, sehbene un po più complicati, analoghi a quelli qui sviluppati^
una coppia di elementi del 1° ordine, si giunge al risultato della non.
esistenza degli invarianti.
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Si assumano inoltre i vertici A1 e A2 nei punti ottenuti inter-
secando la r' coi piani tangenti alla R nei punti il3 e A4 rispet-
tivamente. Notiamo esplicitamente che la posizione dei vertici del
tetraedro di riferimento risulta determinata dagli elementi del 1°
ordine délie due rigate uscenti rispettivamente da r e da r'.

Ponendo

Pi — (dp/dt)0 ; p% = g (d'pldt\ ; p$ —^{d*pjdt% ecc.

e analogamente

p\ = (dp'ldt)0 ; p\ = il2(dlP'ldt\ ; p't B= 1/3 ! (dYJdt\ ecc.

le ulteriori condizioni analitiche che traducono la particolare scelta
del tetraedro di riferimento sono: px =p\ =m\ = 0.

Ii un altro spazio si considerino due rigate R e M' con due
rette r e r' sghembe oome origini e si assuma il sistema di rife-
rimento Jl1, Â1, ÀZ, À4 corne si è fatto nel primo spazio. La più
generale omografia che fa passare da uno spazio ail' altro e muta
uno nell' altro i due sistemi di riferimento è data dalle :

Xl = alix
lixl

«33*3

Le equazioni parametriche délia M in coordinate di retta sono :

e per la R' :

PniPn =p\u2 +pf
zu

z -4- ... ; pï4lp}i = q\u H- q\ul -+- q\u* -H ... ;

Nel secondo spazio si considerino le rigate R e R' di equazioni:

PuiPu = — PJ2 — pfi — - ; iWï>34 = — g.J - qj% — qfi - . . . :

m/3
 H- ..
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3 H- ... : pjpn = q\n -f- q\ul -+- g> 3 -+- ...,

PulPu = ~ m%w* — WjW3 — -

dove t e u sono i parametri analoghi di t e u.
Trasformando meiiiante 1' omografia (2.2) ]a rigata E si ottiene

la rigata E avente Ie equazioni :

Ci intéressa, e lo faremo più avanti, iraporre fino ai termini
di un certo ordine la coincidenza Es= B, É' = E" nel qual caso è
da assumere : t ^ o,ll/a3Z'tJ (corae segue imraediatamente da t =
= PulPu e dalle (2.2).

Sostituendo t nelle equazioni di R si ha:

Pu/Pu = a%
nla\zmtt* -4- ...

Procedendo analogamente per la seconda rigata si ottiene

Si hanno cosi Ie equazioni parametriche rispetto al parametro
t, delle rigate E e E' trasformate deile E e E' mediante 1'omo-
grafia (2.2).

3. Invarianti proiettivi della coppia E n E-/.

Consideriamo ora del]e varie rigate i soli elementi del primo
ordine. Per trovare gli invarianti proiettivi della coppia E^Ey
occorre calcolare Ie condizioni sotto Ie quali esistono dei valori
dei coefficient! delle (2.2) tali che sia El^E1 e Èl' = Rl'- Cosï
facendo si ottiene la condizione necessaria e sufficiente g^/ =
= g^,' da cui si deduce per la coppia ElJ E\ l'esistenza del solo
invariante
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4. Invarianti proiettivi délia coppia Bï, R2'.

Per la coppia Rx, R2' il computo dei parametri permette di
prevedere l'esistenza di almeno due invariant!, (in quanto Ry di-
pende da 7 parametri e E2

f da 10). Confrontando le equazioni degli
elementi che ora interessano e imponendo che RX=RX e che R%

f^Rt*
si ottiene un sistema di 5 equazioni nelle 3 incognite an , a2Z, an. Le
condizioni necessarie e sufficienti affinchè taie sistema sia riso-
lubile risultano :

(4.1)

che danno luogo air invariante II già trovato e al nuovo invariante

5. Invarianti proiettivi délia coppia R2 , R/.

In questo ceso si prevede mediante il computo dei parametri,
T esistenza di almeno 5 invarianti. Procedendo corne nei casi pre-
cedenti si perviene ad un sistema di 8 equazioni nelle tre inco-
gnite an, a22î a33 le cui condizioni di risolubità sono ancora le
(4.1) che danno luogo agli invarianti II e I2 e le :

che danno luogo ai nuovi invarianti : (3)

)I{<ix<ii%Pt); i* = q%q%

6. Interpretazione geometrica degli invarianti trovati.

lx è l'invariante assoluto délia proiettività T già definita nel
n° 2: infatti il piano tangente a R nel suo generico punto P(0.
0, h. 1) è il piano qxxx — hx2 = 0 che incontra la r' in P\h^ gn 0̂  0),

(3) Fra gli invarianti délia coppia R.2B2' si deve trovare anche l'analogo
delP invariante già denominato I2 ottonuto da queato scambiando fra loro
le due rigate J3^ = g_22H^n.^qip2) effettivamente siri scontra senza difficoltà
che J2* = I4V(/1

sr sI3).
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e il piano tangente a Hf in P ' è il piano q^qxxz — hx4 = 0 che
incontra la r in P'(0, 0, h, q&i). L ' invariante assoluto della proiet-
tività -K è perciö dato appunto da [AzAJkPlP) = g ^ / .

Per avere l 'interpretazione geometrica di It conviene conside-
rare l ' invariante It* = q^'l\{yn%'q/Pz') legato a J2 dalla relazione
Ii* = I1Il. Ora Tg* è esprimibile come funzione (razionale) del
birapporto {M^M^^A*), dove Mx e M2 sono Ie intersezioni dello
spigolo AZAA con la quadrica Q' individuata dalla condizione di
contenere 1' elemento Rt' (4). Infatti V equazione della quadrica Q' è

ql'x%xz -+- m/x3
2 -H qtlqx'x^ - x,x4 —p^q^x* = 0

come si puö verificare. I l valore di xjx4 relativo ai punti Ml, M2

si ottiene risolvendo 1' equazione

m^xJx.Y H- q%'iqx'xz x4 — pt'lqx'= 0

cosicchè chiamando X il birapporto dei punti M19 üf2, A4, Az con-
siderati nell 'ordine risulta che : I2* —— (2-4- X-+-1/X) e ciö fornisce
accanto a quella di llf un'interpretazione geonietrica per I%.

Per intepretare geometricamente anche i tre ulteriori invarianti
J3J 24 , J5 consideriamo il fascio QQ', essendo rispettivamente Q e
Q' Ie quadriche individuate dagli elementi R2, R2\ e precisamente
consideriamo il birapporto formato da due qualunque f ra i quattro
coni del fascio seguiti dalle stesse quadriche Q e Q'. L'equazione
del fascio QQ' è :

-+- mg'x3
2 -1- qt/q/xjxt - x,x4 —Ptlq/x^) = 0

cosicchè i coni del fascio si ottengono per i valori di JJL che chia-
meremo fA13 tu2, JJL3, pi4 che verificano la seguente equazione di IY
grado :

— 0

i cui coefficienti indichiamo per brevità con a0, a^, a2, a3, a4.

(4) Cfr. la nota (1).

(qx — UL)/2 O v-qtiföqi) — PPZ'IQI
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I birapporti a cui abbiamo accennato sono

(^ • (**, 0, oo) = ^ (i, fc = 1, 2, 3, 4) ;

per ragioni di razionalità alla loro considerazione sostituiamo quella
delle seguenti funzioni simmetriche di jxj, pt, JA3 , jx4 omogenee di
grado zero :

r
ï a.* \ a4a2

E-isulta cosï

1 , ^ + J4

22,* —V-I,)*
(I4 - ltf — IA81b + 2 74 -+- «I3* - 7,2 — 47,)

(475 - 274 +

-f- 4I,J3* - 21 , - 21!*)*

r4 + 8 7 3 * - 7 , ï - 4 7 , )

4(70-
27,(47,75 + 27,74 + 47,'73* -

H- (74 — 7J2 — 7,?(875 + 274 + 873* — J,2 — 47,)
- 2 7 / - 27,')(27,75 + 7,74 + 27,I3* - 7 , 3 - 7 / )
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avendo posto

J,* = 1,11, = p2mt' ; Io = IfKIJsW) = g2V(«i'

Si hanno cosï Ie interpretazioni geometriche cercate.

7. Coppie di élementi di rigate con relie origine inddenti.

A partire dali' inizio del n° 2 abbiamo supposto che le due rette
origine r e r' degli élementi di rigata fossero non incidenti, nel
caso in cui esse sono ancora distinte, ma incidenti, mi sono limi-
tata a considerare coppie di élementi del 1° ordine giungendo
facilmente al risultato che non esistono invarianti proiettivi.

8. Coppie di élementi di rigata con la stessa retta origine.

Si considerino due rigate B e B' con una stessa retta origine
r = r'. Sulla punteggiata r = r' sorge ora la proiettività OJ che in-
tercède fra i punti di contatto, rispettivamente con la B e la B\
di nno stesso piaao variabile intorno alla r ^ r\

Supposto che la proiettività w non sia parabolica (5) assumiamo
i vertici L̂3 e AA del tetra^dro di riferimento nei suoi due punti
uniti e i piani A3A4A1, AZA4AZ nei corrispondenti piani tangenti
(il che non pregiudica ancora la posizione dei vertici A1 e A* entro
i due piani testé indicati). Le due rigate B e Bf si possono ora
rappresentare con Ie

( x2 = m(t)xz + q(t)x4 e t=

( xx = ux< -+-p'(u)xà con p'(0) = m'(0) = q'(Q) — 0

x m'{u)x + q'(u)x e u =
Le condizioni analitiche che corrispondono alla scelta del siste-

ma di riferimento sono: px —pr
f=: w, = m/ = 0.

(5) Se invece Ia proiettività to è parabolica lo studio fatto con raetodi
analoghi conduce al risultato che Ml} Bt' ; R{, R%

! ; R%, R2
f non ammet*

tono invariant! proiettivi.
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In un altro spazio siano R e R' due rigate con una stessa retta
r == r' come origine e scegliamo il tetraedro di riferimento Ax, Â*,
A3, AA in modo analogo a quanto è stato fatto nel primo spazio

L'omografia più generale che fa passare da uno spazio all' altro
e muta uno nell' alto i due sistemi di riferimento è data dalle :

I Xi = anxi

( 8 ' 3 ) 2 — a%^x

Imponendo che gli elementi Rx e Rx
f coincidano rispettivamente

con gli elementi Rv e Rx
f si perviene al sistema :

(8.4)

la cui condizione di risolubilità risulta

(8.5)

da cui si ricava, per la coppia BY, Bx , l'invariante 1 —
Considerando invece le coppie formate da un elemento del 1°"

ordine e da uno del secondo (R1} R2') oppure da due del 2° (R2,
H%') si vede che i coefficienti dell' omografia devono soddisfare
rispettivamente 5 e 8 equazioni omogenee formanti due sistemi in
7 incognite e che la loro coesistenza non dà luogo ad altre con-
dizioni oltre alla (8.5) précédente. Pertanto si puö asserire che Ie
coppie RY, R%

f e R2, R2' con la stessa retta origine e nelle condi-
zioni fin qui supposte valide non ammettono altri invariant! pro-
iettivi oltre quello dei loro R},

II. - ïnvarianti proiettivi della coppia formata da un ele-
mento di rigata insieme con una calotta superficiale
di II ordine.

9. Nello spazio a tre dimensioni si consideri ora nna calotta
del 2° ordine S% non parabolica e un elemento di rigata. Ci limi-
tiamo nel seguito al caso « generale » in cui la retta r origine di
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questo eleiaento non sta nel piano tangente alla calotta nel suo
centro e non passa per tale centro.

Si assuma il tetraedro di riferimento in modo che il vertice A4

coincida eon il centro della ealotta (in A4); inoltre, detto M il punto
in cui la génératrice r della rigata H incontra il piano tangente
alla calotta in A4, si prendano Al e A* sul piano tangente alla R
in M. Si prenda infine A3 nel punto di contatto di R col piano (rAA).

In queste condizioni (in coordinate non omogenee x = xjx4 ;
y = x2/x4 ; z = x3/x4) V elemento S2 della calotta puö essere rappre-
sentato dalle :

(9.1) B = hxy -f- [3].

La r ha equazioni del tipo

(9.2) x% = oLx, ; x4 — 0 .

In prossimità della r la M ha equazioni

xt = (oc ~h aj -f- a^ -*- ... )xx -+- (pj H- <p%t} -+- ... )xz
<9.3)

x4 = (bj -h bst
%

 H- ... )x1 -+- (qj -+- q^t1 -+- ... )x

che scriviamo anche

con a(0) == a

Le condizioni analitiche che esprimono la particolarita del si-
•stema di riferimento adottato sono : bl=^ p} •= 0.

Ciö premesso si puö procedere allo studio degli invarianti proiet-
tivi. Anzitutto per la coppia formata da i? t, S2, usando una tecnica
analoga a quella del n. 2 adattata alle nuove circostanze, siriscontra
che non esistono invarianti proiettivi (conformemente alla previ-
sione che si puö fare in base al numero dei parametri dai quali
dipende la coppia R^, St).

Se invece si considéra la coppia R2, S2. si ottengono in tutto
i tre invarianti

il significato geometrico dei quali risulta implicitamente dalle
considerazioni che seguono, nelle quali assegnamo tre interpréta-
zioni geometriche per altrettante lcro funzioni.
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Due di queste risultano considerando la quadrica Q individuata
dalla condizione di contenere 1' elemento üï2 e le sue intersezioni
{rispettivamente J3, K; P, T) ccm Ie rette A4 A\ A4A*.

Posto :

X = (H, K, A\ A1). V = (P, T, A\ Al)

^ calcoli fatti risulta che :

<9 5) U l A + 2= (aa2 - a/jVK^a^) = (I, - l)f//sI8

«9.6) X' H- J-, + 2 = a^7(M,P.) = I, W i •

Per avere la terza interpretazione geometrica occorre conside-
rare, oltre alla quadrica Q, la quadrica Qi individuata dalle con-
dizioni di contenere la calotta S2 e di passare per il punto Ad con
piano tangente x4 — 0, cosicchè la quadrica Qx ha equazione # 3 x 4 =
hx^xt, Uinterpretazione cercata è fornita dal birapporto formato
dai quattro coni del fascio Q, Qx. Scrivendo T equazione di una
quadrica generica del fascio

{9.7) oc'&jX^ -h b^x%
% -f- Q>iP%xf — (2a62 -H \xh)xlx% — aa,a?j:c3 H-

-H (aa2 — a1
2)a?1x4 H- a,a;2a:3 — ciixior4 n- jj-ar3x4 = 0

i coni si ottengono per i valori di «x che soddisfano P equazione
di IY grado

(9.8) h Y4 -

-i- 4ot^a,3/?2a -t- c*!6 = 0

Sostituendo per ovvie ragioni alla considerazione del birapporto
menzionato, quella dell'invariante assoluto / del polinomio di IY
grado che figura nel primo membro della (9.8) si riscontra che

J - (2

«hè fornisce cosï la terza intfrpretazione geometrica cercata.
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III - Invariant! proiettivi della coppia formata da uu ele-
mento Bx di rigata insieme cou un elemento curvi-
lineo del I I I ordine.

10. Ci limitiatno anche qui al caso « generale » nel quale i due
elementi considérât! hanno posizione generica uno ris petto all'altro.
Fissiarao il sistema di riferimento in modo che A4 coincida col
centro de\VEd, la retta A4Al ed il piano A4A2Al rispettivamente
ccn la retta tangente e col piano osculatore al medesimo Ez nel
punto J.4. Inoltre assumiamo A* nel punto intersezione della retta
r, origine dell' elemento di rigata, col piano x3 = 0, A3 nel punto
di contatto della rigata col piano rA4

3 e Ax nel punto di interse-
zione della retta A4Al col piano tangente alla rigata in A2; cosicchè
anche ora i quattro vertici del tetraedro di riferimento risultano
univocamente determinati dai dati.

Rappresentiamo analiticamente 1' Ez curvilineo con Ie

l xJxi = »i(»i/^)* •+- n&nJXtY H- [4]

( xjx4 = h(xJx4Y •+• [4]

e la rigata R con Ie

x, — tx« -+- b{t)xz

!

x4 = m{t)x% -+- q(t)x3

Le condizioni analitiche che corrispondono alla scelta del siste»
ma di riferimento sono :
(10.3) i>i = «*, = 0 .

Usando au che qui una tecnica analoga a quella sviluppata al
n° 2 e adattata ora alle nuove circostanze si riconosce allora che
lo R) e V E3 considerati ammettono un unico invariante proiettivo
(come era anche presumibile da un computo di parametri) e pre*
cisamente

(10.4) I=i,91n,)/n,'.

Esponiamo aelle linee che seguono una interpretazione geome-
trica di tale invariante I, sebbene essa presenti una notevole
eomplicazione

Chiamiamo anzitutto F1 la quadrica individuata dalle condi-
zioni di contenere la retta A4A1 e di contenere altresï la retta r
risultando lungo questa tangente alla R.
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Consideriamo anche la rete T délie quadriche contenenti l'ele-
mento Ez e passanti per la retta r : per ogni quadrica délia rete
esistono due punti délia r in ciascuno dei quaii la quadrica risulta
tangente alla rigata R : chiamiamo Ft la quadrica délia rete per
la quale entrambi i punti délia coppia testé menzionata coincidono
con A*.

Le quadriche F1 e Ft, oltrechè nella retta r, si segano secondo
una C3 sghemba. Siano C*3 e j£3* le proiezioni, eseguite entrambe
dal punto Az sul piano xB = 0, rispettivamente délia C3 sghemba
teste indicata e del suo elemento di I I I ordine Ez uscente dal
punto A4. Sia infine JJL la conica del piano x 3 = 0 individuata daUe
condizioni di contenere Felemento i£3* e di passare per il punto
Az. Questa conica e la cubica C*3

; fueri dei punti Ü.2, A4 hanrio in
comune due punti M, N. Chiamando Sr il birapporto délia quattro
rette che da A1 proiettano rispettivamente i punti M, N, A4, Ê} si
lia finalmente il significato geometrico

J = —(2r + 1/ïr -+- 2)

Tatto do si verit'ica senza difficoltà utilizzando le seguenti
equazioni :

{10.5) Fx) x2x4 - qlXlxt = 0

(i0.6) F%) — n^Xj2 H- lzxtxA — n3x^xé — ̂ i ^ j ^ = 0

<10.7) C.)

(10.8) C*3) xjx4 = - (q&MInA

(10.9) \i) — x2x4 -+• x%xx
x -H ng/ngXjCC^ = 0.


