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Invarianti proiettivi simultanei di un elemento di rigata
e di un altro elemento.

Nota di MaepAa Ronaxpo (a Torino) (*)

Sommario. - In gquesto lavoro troviamo gli invarianii proiettivi a) di una
coppia di elementi di rigata (n’ 2-8); b) della coppia fermata da un
elemento di rigata insieme con una calotta superficiale del II ordine
(n° 9); e finalmente c) della coppia formata da un elemento di rigata
insieme con un elemento curvilineo del III ordime (n° 10). Il concetio
dell’ elemento di rigata é chiarito al n°® 1.

Summary, - In this paper we study the projective invariants: a) of a
prir of el ements of ruled surfaces (n.s 2-8), b) of a pair formed by an
element of a ruled surface together mnth a superficial cap of second
order (n. 9); ¢) of a pair formed by an element of a ruled surface
together with a curvilinear element of order three. The concept of an

« element of a ruled surface»> is explained in n. 1

1. Una rigata, che ci limitiamo a supporre analitica, & rappre-
sentabile esprimendo le coordinate di retta in funzione di un para-
metro. Sviluppando dette funzioni in serie di potenze e conside-
rando tutti i termini fino a quelli di ordine =, si otfiene la rappre-
sentazione analitica di un elemento R, di ordine n di rigata uscente
da una sua generatrice gemerica 7 (la quale pud essere chiamata
« origine » dell’elemento R,). Un R, & costitnito da una retta, {la r);
un F, & costituito dalla retta r e dai piani tangenti alla rigata
R, condotti in ogni punto della .

La rappresentazione analitica dell’ R, & la seguente (dalla quale
emerge anche che un E, dipende da 4 + 3w parametri). Si pud
assumere per esempio lo spigolo 4‘A% del tetraedro di riferimento
AY4*A%4* coincidente con la ¥, si pud immaginare che in prossi-
mita di r, le generatrici di R siano date assegnando p,;/P;,: Pys/Bs4
Ps4/Ps, come funzioni di {=p,,/p,, sviluppate localmente in serie
di potenze:

Pra/Paa=at + 0t + ..+ a, "+ [n+ 1]
DaalPss = byt + byt + ...+ b, 8" + [0 + 1]
PayfPsg = €;F 4+ ¢t + ... + ¢, 1"+ [n + 1]

Le equazioni scritte definiscono appunto un R,.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. il 4 settembre 1961.
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Qualora si interpretino le p,, come coordinate di punto nell’S; .
ad un elemento di ordine » generico di rigata corrisponde un
elemento curvvilineo di ordine » appartenente alla quadrica di
KLEIN.

I. - Invarianti proiettivi di una coppia di elementi di rigata.

2. Caso di due rette origine r e v' distinle e non incidenti.

Nello spazio a tre dimensioni si considerino due rigate R e R
e due loro generatrici » e ' sghembe ().

Si assuma il tetraedro di riferimento in modo che gli spigoli
AtA® e A'A* coincidano rispettivamente con le due generatrici» e »'.

Si rappresenfino parametricamente le due rigate in coordinate
omogenee mediante le equazioni :

I { %, = tag -+ p (), con p (0) =m (0)=q(0)=0
x, =m (t); + q (Hx, e t=p/Pu
2.1
Iy x, = ux, + p(u)x, con p'(0)=m'(0)=¢q(0)=0
){ 2, = m'(u)x, + q'(u)x e U= — Pos/P1s

(risulta cosl rispettata la particolare scelta del sistema di riferi-
mento di cui al »°® 1). Le generatrici » e »' si ottengono rispetti-
vamente per £ =0 e per u = 0.

Si consideri la proiettivith = che mnasce dall’associare alla pun-
teggiata P(r) la punteggiata P (r), dove P, & la traccia sulla r del
piano tangente alla rigata R’ nel punto P’ della »’' segato su questa
dal piano tangente alla R mel punto P della #, e si assumano i
vertici A® e A* del tetraedro di riferimento mei due punti uniti
di detta proiettivita che per ora supponiamo distinti (?).

(*) A queste ipotesi, valide nei numeri 2 - 6 vanno anche aggiunte
altre ipotesi di genericitd che softintendiamo nel seguito, come quella che
la quadrica @' di cui parliamo al n° 6 non contenga la r.

(?) Nel caso in cui la proiettivita = & parabolica, studiando con proce-
dimenti, sebbene un pd pit complicati, analoghi a quelli qui sviluppati,
una coppia di elementi del 1° ordine, si giunge al risultato della non
esistenza degli invarianti.
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Si assumano inoltre i verfici A e A? nei punti ottenuti inter-
secando la 7’ coi piani tangenti alla R nei punti A% e 4* rispet-
tivamente. Notiamo esplicitamente che la posizione dei vertici del
tetraedro di riferimento risulta determinata dagli elementi del 1°
ordine delle due rigate uscenti rispettivamente da » e da 7'.

Ponendo

1 1
py=(dplat),; py=5(d'PlAt),; py= gz (@p/at), ecc.

e analogamente
pu=(apjat)y; p'y=1/2(dp’ldt"; p’y=1/3! (dp’[dl’), ece.

le ulteriori condizioni analitiche che traducono la particolare scelta
del tetraedro di riferimento sono: p, =p’',=m', =0.

Ii un altro spazio si considerino due rigate R e R’ con -due
rette e r' sghembe come origini e si assuma il sistema di rife-
rimento A, A% A% A* come si & fatto mel primo spazio. La pii
generale omografia che fa passare da uno spazio all’altro e muta
uno nell’altro i due sistemi di riferimento & data dalle:

g X, =a,x,
2.2) ) X, = Qoey
E Xy = Q3373

X,

l

zy
Le equazioni parametriche della R in coordinate di retta sono:
Pr3/Paq = — Put* — Pal® — oo Pua/Pei= — it — @' — @3 — ...
PoalPsy = Myt + mytd + ...
e per la R':
Pis[Pry =Py + P 4= s PPy =%+ ¢+ Ut 4
PeslPyy = — myu? — m'ud — ...

Nel secondo spazio si considerino le rigate R e R’ di equazioni:

I_’u/l_’u -=— 132_52 - ;9323 T s pzs[l’u = éli - ézzg - gaia el

1324/1_944 = mxt_? -+ 1’12;?5_3 -+ ...
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" - — _I —? —/ "‘3 . . — — _/ - _' - 7[ -—3
DiaiPre =D 30 + D 3u’ + .7 Py/P =g+ qut + ¢ ud + ..,
m . — 212 7 a3
Poa/Prg = —— mu* — w0’ — ...

dove t e u sono i parametri analoghi di t e u.
Trasformando mediante I’ omografia (2.2) la rigata R si ottiene
la rigata B avente le equazioni:

[’13/1534 =— a,,p,t* — ...; 1323 P34 = = Gyt — Ayt — .
DaalPys = gy Gggmy B2 + ...

Ci interessa, e lo faremo pilt avanti, imporre fino ai termini
di un certo ordine la coincidenza R= R, R’ = R" nel qual caso &
da ‘assumere: {= a,,/a;;-t, (come segue immediatamente da =
= p../pss e dalle (2.2).

Sostituendo ¢ mnelle equazioni di B si ha:

"~ - 3 . - Rl . - '_ —_— - ’ - i; .
D1s/Pss — Q[0 33D, 87 — o5 PoaiDyy = — Q3 [0g3q,F — @[ 053q,8° — ..
-, . -
Poaf/Dyg = %[0 3m,8* + ..

Procedendo analogamente per la seconda rigata si ottiene

— 'Y 3 on Ty LT -, 2 s s )
Pls/p12-——a33/a DD U A s DD = Ga] 0G0+ %00, ,q, U+
p24/p)2 = a233/a211m2/ug -+ ...

Si hanno cosi le equazioni parametriche rispetto al parametro

t, delle rigate R e R’ trasformate delle B e R’ mediante 1’ omo-
grafia (2.2).

3. Invarianti proiettivi della coppia R,, R,

Consideriamo ora delle varie rigate i soli elementi del primo
ordine. Per trovare gli invarianti proiettivi della coppia R,E/
occorre calcolare le condizioni sotto le quali esistono dei valori
dei coefficienti delle (2.2) tali che sia R,=R, e R,/=R,. Cosi
facendo si ottiene la condizione necessaria e sufficiente g¢,q,'=
= q,q,’ da cui si deduce per la coppia R,, R, 1 esistenza del solo
invariante

I, = Q1Q1"



INVARIANTI PROIETTIVI SIMULTANEI Di UN ELEMENTO D RIGATA, EcC. 323

4. Invarianti proiettivi della coppia R,, R,

Per la coppia R,, R, il computo dei parametri permette di
prevedere 1’esistenza di almeno due invarianti, (in quanto R, di-
pende da 7 parametri e R, da 10). Confrontando le equazioni degli
elementi che ora interessano e imponendo che R,=R, e che §2'=—=R,’
si ottiene un sistema di 5 equazioni nelle 3 incognite a,,, a,,, a,;. Le
condizioni necessarie e sufficienti affinchée tale sistema sia riso-
lubile risultano :

O = a9
(4.1) ’2 ’ 12, I fan P P IRt
g, [(ms'q,94°p,) = 4,7 /(m,'q,’q,"”p;)

che danno luogo all’invariante I, gia trovato e al nuovo invariante
— ’ ’ Ix] ’
I, = q,/(my'q,q,"°py)-

5. Invarianti proiettivi della coppia R,, R,

In questo ceso si prevede mediante il computo dei parametri,
I’esistenza di almeno 5 invarianti. Procedendo come nei casi pre-
cedenti si perviene ad un sistema di 8 equazioni nelle tre inco-
gnite a,,, @,,, a;; le cui condizioni di risolubitd sono ancora le
(4.1) che danno luogo agli invarianti I, e I, e le:

(P2, Q.9: Py ) = (2;2&212)/@1211111_72/)

(5'1) ’ P ’ ~
9.9, — 9.9: MyPy — NM2P,

che danno luogo ai nuovi invarianti: (?)

I, =(p:9,q.9.%p,"); Li=¢x9)"; Is=myp,.

6. Interpretazione geometrica degli invarianti trovats.

I, & I'invariante assoluto della proieftivith = gia definita nel
n° 2: infatti il piano tangente a R mnel suo gemerico punto P(0,
0, h. 1) & il piano ¢,x, — hx, =0 che incontra la »" in P'(h, g,, 0, 0),

(*) Fra gli invarianti della coppia R,R,' si deve trovare anche I’analogo
dell’invariante gid denominato I, ottenuto da questo scambiando fra loro
le due rigate I,™ = q,%/(m,q,p,) effettivamente siri scontra senza difficolta
che I* = I2/(I2L,I5).
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e il piano tangente a R’ in P’ ¢ il piano ¢,'q,x; — hx, =0 che
incontra la r in P'(0, 0, h, q9,q,"). I’ invariante assoluto della proiet-
tivith = & percid dato appunto da (434'P,P)=q,q,".

Per avere l’interpretazione geometrica di I, conviene conside-
rare l'invariante I,*=gq,"*/(m,'q,'p,’) legato a I, dalla relazione
I#=1,I,. Ora I,* & esprimibile come funzione (razionale) del
birapporto (M, M,A*4?%), dove M, e M, sono le intersezioni dello
spigolo A%4* con la quadrica €’ individuvata dalla condizione di
contenere I’ elementoLR,’ (*). Infatti I’ equazione della quadrica @ &

’ !’ 2 ’ ’ ’ ’ 2__
G,/ %s%5 -+ My'x* - q,[q, x50, — Xy — P,/ =0

come si pud verificare. Il valore di x,/x, relativo ai punti M,, M,
si ottiene risolvendo 1’ equazione

My (Xg/20,)* + 519,25 2, — p,'lq) =0

cosicche chiamando ) il birapporto dei punti M,, M,, A4 A? con-
siderati nell’ordine risulta che: I;*=—(2+ A +1/)A) e cid fornisce
accanto a quella di 1,, un’interpretazione geometrica per I,.

Per intepretare geometricamente anche i tre ulteriori invarianti
I,, 1,. I, consideriamo il fascio @', essendo rispettivamente Q e
@' le quadriche individuate dagli elementi R,, R,’, e precisamente
consideriamo il birapporto formato da due qualunque fra i quattro
coni del fascio seguiti dalle stesse quadriche @ e @'. I’equazione
del fascio Q@' &:

- ’
WX, * = /120,20, —+ G202, — D3/, %, — Ly2; + w(gq, 20,2, +
1 2 Pt Py Fon 2
-+ my 't 4+ q,[q, T — X, — D,y [q %) =0

cosicché i coni del fascio si ottengomno per i valori di p. che chia-
meremo ,, 4y, %3, 4, che verificano la seguente equazione di IV
grado:

m, 4./(2q,) 0 q, — /2
9./(2q,) — Do/t (rq) — 1)/2 0 o
0 (bqy’ — 1)/2 pm,’ vay/Ra)) |
(n — v)/2 0 vg,'/(2q,)  —wup.lg)

i cui coefficienti indichiamo per brevitd con a,, a,, a,, a,, a,.

(¢) Cfr. la nota (1).
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I birapporti a cui abbiamo accennato sono
(0o g5 0y 00) =p,/uy (5 k=1, 2, 3, 4);

per ragioni di razionalith alla loro considerazione sostituiamo quella

delle seguenti funzioni simmetriche di o, p,, u;, @, omogenee di
grado zero:

) 6y

K= g T aa
z"uk P‘l“"k o

1

4
Zlmc (brbtirg)® .
K,= - =2
N a4a2
#,me( %:L sk,u,‘>

4 \2
( Z'lt p‘l!"‘k) @ 2
—_ 1 — 2
K, =

4
( ok wm) (1) + g = g+ )

1

Risulfa cosi

4211, + I, +

K= 1677+ 5 4, = LTI, +
TRy
T, — 1) —178L, 721, + 81,7 — 1, — 4T
. (&I, — 2T, +
*= LI, + U, + LT, +
4 4T,1,% — oI, — 21,7
U, — 1) — I8, + oI, + 8T, — I, — 4T,
o I6LLM, + T, + L)LATAT, o+
=

oI, (41,1, + oI I, + &I, "1, —

+ (I, — I — T8I, + 2I, + 8I,% — 1,* — 4I,)
21— 2I,9@L I, + LI, + 2L,1;7 — I —1,%
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avendo posto
It=1,]I,=p,m,’; Iy = LTI 31 1%) = q2%/(q,°q, "M, 0s).

Si hanno cosl le interpretazioni geometriche cercate.

7. Coppie di elementi di rigate con rette origine imcidents.

A partire dall’inizio del n° 2 abbiamo supposto che le due rette
origine = e 7’ degli elementi di rigata fossero non incidenfi. mnel
caso in cui esse sono ancora distinte, ma incidenti, mi sono limi-
tata a considerare coppie di elementi del 1° ordine giungendo
facilmente al risultato che non esistono invarianti proiettivi.

8. Coppie di elementi di rigata con la stessa retta origine.

Si considerino due rigate R e R’ con una stessa retta origine
r = r'. Sulla punteggiata r =’ sorge ora la proiettivitah » che in-
tercede fra i punti di contatto, rispettivamente con la R e la R/,
di uno stesso piano variabile intorno alla r = +".

Supposto che la proiettivitd » non sia parabolica (¥) assumiamo
i vertici 4% e A* del tetraedro di riferimento nei suoi due punti
uniti e i piani 4%4*4%, A%444® nei corrispondenti piani tangenti
(il che non pregiudica ancora la posizione dei vertici 4' e A* entro
i due piani testé indicati). T.e due rigate B e R’ si possono ora
rappresentare con le

81 ) { @, = tx, + p(t)x, con p(0)=m(0)=¢q0) =0

S 2, = m(f)x, + g(b, e t=p./Ps

82) 7 { @) = ux +p'(u)9'c4 con p(0) =m'(0)=¢(0) =0
X, —= m'(u)x, + q'(u)xe, e uU=7p,,/p,,

Lie condizioni analitiche che corrispondono alla scelta del siste-
ma di riferimeunto sono: p,=p, = m,=m," =0.

(5) Se invece la proiettivitd » & parabolica lo studio fatto con metodi
analoghi conduce al risultato che E,, R,/; R,, By: By, R,’ non ammet-
tono invarianti proiettivi,
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In un altro spazio siano R e R’ due rigate con una stessa retta
r =1’ come origine e scegliamo il tetraedro di riferimento A, A2,
43, A in modo analogo a quanto & stato fatto nel primo spazio
I’ omografia pitt generale che fa passare da uno spazio all’ altro

e muta uno nell’alto i due sistemi di riferimento & data dalle:

\ X, =a,x,

X, = Oy
) ) 39%
(8.3)
Xy = 0517, + G, %y + Qg%

Xy = 0, X, + 4%, + Ly -

Imponendo che gli elementi R=l e R:{ coincidano rispettivamente

con gli elementi B, e R, si perviene al sistema :

(8.4)

{ OG22y — (al)/aSS)q_l
Qo = (01,/033)0,

la cui condizione di risolubilita risulta

(8.5) QI/Q1I - ‘i)/éll

da cui si ricava, per la coppia R,, R, 'invariante 1—=gq,/q,".

Considerando invece le coppie formate da un elemento del 1°
ordine e da uno del secondo (R,, R,’) oppure da due del 2° (R,,
R,’) si vede che i coefficienti dell’omografia devono soddisfare
rispettivamente 5 e 8 equazioni omogenee formanti due sistemi in
7 incognite e che la loro coesistenza nmon di luogo ad altre con-
dizioni olfre alla (8.5) precedente. Pertanto si pud asserire che le
coppie B,, R, e R,, R, con la stessa retta origine e nelle condi-
zioni fin qui supposte valide non ammettono altri invarianti pro-
iettivi oltre quello dei loro R,.

II. - Invarianti proiettivi della coppia formata da un ele-
mento di rigata insieme con una calotta superficiale
di II ordine.

9. Nello spazio a tre dimensioni si consideri ora una calotta
del 2° ordine S, non parabolica e un elemento di rigata. Ci limi-
tiamo nel seguito al caso «generale» in cui la retta » origine di
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questo elemento non sta mnel piano tangente alla calotta nel suo
centro e non passa per tale centro.

Si assuma il tetraedro di riferimento in modo che il vertice 4*
coincida con il centro della calotta (in A*); inoltre, detto M il punto
in cui la generatrice » della rigata R incontra il piano tangente
alla calotta in A4, si prendano A' e A*® sul piano tangente alla R
in M. Si prenda infine A? nel punto di contatto di R col piano (r4Y).

In queste condizioni (in coordinate non omogenee x=u=x,jx,;
Y = xyfx,; 2= x;/x,) I’ elemento S, della calotta pud essere rappre-
sentato dalle:

9.1) 2 = hay + [3].
La » ha equazioni del tipo

9.2) Ty = A, } x, = 0.
In prossimita della » la R ha equazioni

©3) : Xy = (@ 4 @b 4 A%+ .. )@, + (0,8 + Pot? + .. )y

x, = (b, + b,yt* + ... )&, + (g, + g, 8* + ... )x;

che scriviamo anche

%, = aft)x, + p(t)a, con g(0)=«
9.4) {

x, = b(t)x, + g(lx;  p.0)= b(0)=q(0)=0.

Le condizioni analitiche che esprimono la particolarith del si-
stema di riferimento adottato sono: b, = p, = 0.

Cid premesso si pud procedere allo studio degli invarianti proiet-
tivi. Anzitutto per la coppia formata da B, , S,, usando una tecnica
analoga a quella del ». 2 adattata alle nuove circostanze, si riscontra
che non esistono invarianti proiettivi (conformemente alla previ-
sione che si pud fare in base al numero dei parametri dai quali
dipende la coppia R,, S,).

Se invece si considera la coppia R,, S,. si ottengono in tutto
i tre invarianti

I, =aw/a®; IL=paeVh/Va?; I,=bx/Vha'q
il significato geometrico dei guali risulta implicitamente dalle

considerazioni che seguono, nelle quali assegnamo tre interpreta-
zioni geometriche per altrettante lcro funzioni.
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Due di queste risultano considerando la quadrica @ individuata
dalla condizione di contenere 1’elemento R, e le sue intersezioni
(rispettivamente H, K; P, T) con le rette A* A', A*A*

Posto :

A= (H, K, A% AY). N =(P, T, A%, 4%
a calcoli fatti risulta che:

95) A+ 10 + 2= (2@, — @)/ («"by0,p,) = (I, — 1)/ L1,
2 ’ 1 2 2
{9.6) N 4 5+ 2= a,ibya,p) = LT, .

Per avere la terza interpretazione geometrica occorre conside-
rare, oltre alla quadrica @, la quadrica ¢, individuata dalle con-
dizioni di contenere la calotta S, e di passare per il punto 43 con
piano tangente x, =0, cosicche la quadrica @, ha equazione x;x,—
hx,xz,. L’interpretazione cercata & fornita dal birapporto formato
dai quattro coni del fascio @, @,. Scrivendo 1’equazione di una
quadrica generica del fascio

{9.7) atb,x,® + byx,t + a,p,x,t — Bub, + ph)x,2, — 00,2, +
+ (e, — %)X, X, + @,2,%; — Ay2,7, + v, =0

i coni si ottengono per i valori di v che soddisfano 1’equazione
di IV grado

{9.8) h'w! 4+ 4 ahbyul? + 2ha[— @, + 20a,]0? +
+ 4vha Ppu + a,* =0
Sostituendo per ovvie ragioni alla considerazione del birapporto

menzionato, quella dell’invariante assoluto J del polinomio di IV
grado che figura nel primo membro della (9.8) si riscontra che

(& — 41, + 41, — 121, T,

09 J = Grrr sy 1810, 2191, = 361 [,T,— 121+ 8T F + 27L,)"

che fornisce cosl la terza interpretazione geometrica cercata.
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IIT - Invarianti proiettivi della coppia formata da un ele-
mento B, di rigata insieme con un elemento curvi-
lineo del III ordine.

10. Ci limitiamo anche qui al caso « generale » nel quale i due
elementi considerati hanno posizione generica uno rispetto all’altro.
Fissiamo il sistema di riferimento in modo che A* coincida col
centro dell’ E;, la retta A'A' ed il piano A%A%A! rispettivamente
cen la retta tangente e col piano osculatore al medesimo E, nel
punto A*. Inoltre assumiamo A® nel punto intersezione della retta
7, origine dell’elemento di rigata, col piano x, =0, 4° nel punto
di contatto della rigata col piano rA4% e A' nel punto di interse-
zione della retta 4%A' col piano tangente alla rigata in A?; cosicche
anche ora i quattro vertici del tetraedro di riferimento risultano
univocamente determinati dai dati.

Rappresentiamo analiticamente I’ E; curvilineo con le

(10.1) g X[y = My, 24)" + NylX [2,)° + [4]

Xyl = Uy, [2,)* + [4]
e la rigata R con le

x, = tx, + b(f)x,
(10.2) { con p(0) = m(0) = ¢(0) = 0.
x, = m(t)r, + q(t)x,

Le condizioni analitiche che corrispondono alla scelta del siste-
ma di riferimento sono:

(10.3) b =m, =0.

Usando anche qui una tecnica analoga a quella sviluppata al
n° 2 e adattata ora alle nuove circostanze si riconosce allora che
lo B, e I’E,; considerati ammettono un unico invariante proiettivo
(come era anche presumibile da un computo di parametri) e pre-
cisamente

(10.4) I=1l,qmn,)/n’

Hsponiamo aelle linee che seguono una interpretazione geome-
trica di tale invariante I, sebbene essa presenti una notevole
complicazione

Chiamiamo anzitutto F, la quadrica individuata dalle condi-
zioni di contenere la retta A‘A' e di contenere altresi la retta r
risultando lungo questa tangente alla E.
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Consideriamo anche la rete T delle quadriche contenenti l’ele-
mento E, e passanti per la retfa r: per ogni quadrica della rete
esistono due punti della » in ciascuno deiquali la quadrica risulta
tangente alla rigata E: chiamiamo F, la quadrica della rete per
la quale entrambi i punti della coppia testé menzionata coincidono
con 42

Le quadriche F, e F,, oltrech® nella retta 7, si segano secondo
una C? sghemba. Siano C* e E,* le proiezioni, eseguite entrambe
dal punto 4% sul piano x, =0, rispettivamente della C® sghemba
testé indicata e del suo elemento di IIT ordine E; uscente dal
punto 4% Sia infine u la conica del piano x;—0 individuata dalle
condizioni di contenere 1’elemento E,* e di passare per il punto
4% Questa conica e la cubica C#3, fueri dei punti A% A4¢hanno in
comune due punti M, N. Chiamando % il birapporto della quattro
rette che da A' proiettano rispettivamente i punti M, N, 4%, A*si
ha finalmente il significato geometrico

I=—(3+1/5+2)

Tuatto cid si verifica senza difficolth utilizzando le seguenti
equazioni :

{10.5) F) =z, —qx,2,=0

{10.6) F)  — m b+ Lax, — ngge, — g, 1,0, =0
X, = — (q, 1, l3/n;)(x, [x,)®

(10.7) o { NES @, Lm0, /)
32y = — (mylg)[ny( [ 2

{10.8) C¥)  wyfzy = — (qmals)/my(2,/2,)?

(10.9) w) — X3, X%, 4 Ng[Nx, X, = 0.



