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Sul ca m po elettromagnetico
nelle guide rettangolari con pareti assorbenti.

Nota di LUIGI CAPEIOLI (a Bologna) (*)

Sunto. - II secondo capoverso del n. 1.

1. In una nota précédente (l) lio dimostrato che. ammessa l'ipo-
tesi di SCHELKUNOFF circa i componenti tangenziali dei vettori
elettromagnetici sulla superficie interna delle pareti (non perfet-
tamente conduttrici) di una guida circolare, la determinazione del
campo è subordinata alla risoluzioiie di equazioni trascendenti
nel campo complesso. Rilevato poi che, anche in presenza di
assorbimento, sono possibili nella guida circolare modi simmetrici
del tipo TM o TE (ma non, in generale, modi dissimmetrici), ho
inoltre determinato, per via diretta, espressioni della costante di
attenuazione, valide anche per fréquence prossime o uguali a
quelle critiche e particolarmente atte alle applicazioni numeriche (*).

Con Hntendimento di estendere, se possibile, tali risultati alle
guide rettangolari imperfette, mi sono proposto di vedere se,
ammessa ancora la relazione di SCHEL, KUN OFF tra i componenti
tangenziali dei vettori del campo sulla superficie interna delle
pareti d'una guida rettangolare, possano sussistere in quest'ultima
modi trasversali dei tipi TÈ, TM simili a quelli delle guide per-
fette : il risultato è stato negativo, com' era, del resto, prevedi-
bile (3).

(*) Pervenata alla aegreteria dell' U. M. I. il 4 luglio 1961.
(*•) Sulla attenuazione nelle guide circolari con pareti assorbenti, « Bol-

lettino TLM.L . (3), Vol. 12, 1957.
(2| i ' attenuasione nelle guide circolari con pareti assorbenti, « Alta

Frequenza », XXVII, 5, 1958.
(3) L' assorbiraento sulle pareti non perfettamente conduttrici di una

guida dà luogo, in generale, a una degenerazione del campo che, in tal
caso, non puö più avere il carattere dei modi délie guide perfette.

Questo problema è stato oggetto di numerose ricerche. alcune delle
quali anche relativamente recenti : cfr. ad es., R. MULLER, Über Stabilitat
und Dampfung von Rohrwellen elektrischen und magnetischen Typs glei-
cher Grenzfrequens, « Zeitschr. fur l^aturforsch. », Bd. 4, 1949, V. M. PA-
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Ho infine provato che eventuali campi del tipo di quelli delle
guide perfette, con eomponenti longitudinali elettrico e magnetico
entrambi non nuili non possono ottenersi col metodo di sépara-
zione delle variabili, valido invece, com' è ben noto, per le guide
perfette (e, limit at amente ai modi simmetrici^ anche per Ie circo-
lari non perfette).

2. Indico, come di consueto, con k il versore di propagazione
(asse 0, parallelo alle generatrici délia guida); con t ed n i Ter-
sori tangente e normale, rispettivamente, al contorno s délia se-
zione normale generica <r délia guida, il cui spazio interno, riferito
ad un sistema cartesiano ortogonale Oxyz^ suppongo occupato da
un dielettrico perfetto, omogeneo, isotropo di costanti e, \x. Dette
ac, yc, rispefctivamente, la permeabilità e la conducibilità delle
pareti, sicchè ne sia

L
l'impedenza superficiale alla pulsazione «>, ammetto verificata in
ogni punto délia superficie interna 2 delle pareti la relazione
di SCHELKTJNOFF (4)

(2) £2 = ZHi A n,

fra i eomponenti tangenziali, su 2,

(3) Es = (E, x t)t -*- Ezk, Hi = (H,xt)t-t-H&

dei vettori (complessi)

(4) E(x, y, e) = [Ez{x, y)k -t- Et(x, y)}*-*™», [(E, xk) = 0)]

H(x, y, z) = lH.,(x, y)k -t- H,(x, y)]e-™*°, [(Ht xk) = 0)]

PADOPOULOS, Propagation of electromagnetic waves in cylindrical wave-
guides with imperfectly conducting walls», «Quart. Journ. of Mech.. and
Appl. Math. », Vol. VII, 1954. A. E. KARBOWIAK, TTteory of imperfect
Waveguides : the effect of walls impedence, « P. I. E. E. », Part. B, Vol. 102,
1955. M. DE SOCIO, SulV instahilità delle onde elettromagnetiche in una
guida a pareti non perfettamente conduttrici, « Ace. delle Scienze di
Bologna», 1953.

(4) S. A. SCHELKUNOFF, The impedence Concept and lts Applications
to Problems of Reflection, Refraction, Shielding and Power Absorption,
« Bell. Syst. Techn. Journ. », vol. XVII, 1938.
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(w-/, costante complessa di propagazioue) del campo armonico qui
oggetto di studio.

Dalle (2) seguono allora, tenuto conto delle (3) e delle relazioni

Ez — itü\>. grad Hz f\ k,

h*Ht = — *w* grad Hs -4- it»s grad Ez f\ k

(6) (h? = ü>2Ua — a*)),

ben note dalla teoria delle guide d'onda (s), Ie condizioiii al contorno

(7)

cui debbono soddisfare, in og:ni punto del contorno 5, gli scalari
Ez, Hz, soluüioni delle equazioni

(8) &EZ + hrEz = 0, Aff2 -H fes£T8 = 0

che, insierae alla (5) (e (6)), seguono direttamente dalle equazioni
di MAXWELL (5).

3. U esistenza, nella guida rettangolare qui in esame. di modi
TM o TE simili a quelli delle guide perfette è subordinata. a
quella di una funzione (non costante) F(P) dei punti P di o-, che
sia soluzione dell'equazione differenziale

(9)

e che soddisfi in ogni punto del contorno s di a Ie condizioni

(5) Cfr., ad es. D. GTRAFFT, Onde Elettrontagnetiche, Tstituto Superiore
delle Telecomunieazioni, Eoma, 1958.
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dovo G è un'opportuna costante ed A un'altra costante legata alla
natura del moto (d).

Ora, è facile provare che se è Z=\=^0, necessariamente la f un-
zione F si riduce a una costante nulla. Sia infatti, in prima ipotesi,
ft* —0; la F, ora funzione armonica dei punti di e, con derivata
normale nulla al contorno s di c, si riduce ad una costante.

Detta K tale costante, nel caso TM è evidentemente

(11) HZ^Q, ES^K,

sicchè dalle (2), (3) segue l'identita

(12) (HtXt^^gK;

d'altra parte, tenuto conto delle equazioni di MAXWELL e della
(4), è anche

r
HiX tds = ioj£ i Ezd<j ;

s a

cioè, per Ie (10), (11),

K — 0 :

la costante K è dunque nuJla, come abbiamo dianzi asserito (7).
Nel caso TE, detto K' il Aralore costante di F, si ha invece

(11') H3^Kf, Ez^O

e, in luogo della (12), Taltra identità

(6) Infatti, per un modo TM (H„ = 0), la prima delle (7) dà ($-A =0,
\ et }s

quindi (Mz)s = cost. ; la seconda, conseguentemente, si riduce alla
(—-] = -{E2)s, risultando con ciö giustificate Ie (10) nelle quali è, in

is

questo caso, A-=~—- . Analogamente, nel caso TE(EQ = 0) seguono

dalle (7) le relazioni (Hs)s = cost, ( -^-s) =^—- (Hz)s raanifestamente an-
\ dn Js tü)\i

( Z \
con A = ^—1.

(7) !N"on puö infatti annullarsi, per la (1), il binomio entro parentesi
al primo membro dell'ultima relazione scritta.
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Ja relazione

f
[Et X t)ds — — iwjjL ƒ H2dc,

diretta conseguenza delle equazioni di MAXWELL e della (4), as-
sume allora la forma

(Zs — io>u.a)K' = o,

dalla quale segue che è K' = 0, in accordo cou la nostra tesi.
Sia ora ^-=j=0; per essere F differenziabile, Fincremento dF

che la stessa F subisce quando P passa dalla posizione O = {0, 0)

al punto di coordinate (dx, 0) di OA, vale evidentemente (—-)dx.

necessana-( 7\ 3f \

— I = C ; segue dunque,
ö x '0,0

mente, che dev'essere C = 0; ma allora, per un noto teorema (8),
la fanzione F, soluzione della (9) e nulla al contorno s di a in-
«ieme alla sua derivata normale, è identicaraente nulla in c Ri-
sulta cosï provata in ogni caso la nostra tesi, cioè Timpossibilità
•che risultino verificate, nella guida rettangolare, Ie condizioni al
«ontorno (7) con campi TM, TE del tipo di quelli della guida
perfetta.

4. Non è difficile provare, infine, che campi con componenti
longitudinali elettrica e raagnetica entrambe non nulle, quali ad
esempio si hanno nelle guide perfette come sovrapposizione dei
modi TE, TM, non possono determinarsi, nella guida rettangolare
a pareti assorbenti, con il metodo di separazione delle variabili.

(s) Cfr., ad es., F. POCKELS, Über die partielle Bifferentialgleichung
2u = 0 und deren auftreten in der Matematischen Pfoysik, Leipzig.

C. III, par. 3.



278 I/CJIGI CAPBIOLI

Siano infatti

(13)

(con

(14)

Ez{x, y) =

Hz{x, y) =

4 costanti coinplesse tali che sia

hf -f- h%- — ft3
2 -f- ^4

2 = h2

e con lf, N, P, Q, 2?, S, Z7, Y costanti), Ie componenti longitudi*
nali, entrambe non nulle, di un campo a variabili separate, solu-
zioni in G délie equazioni(S).

Detfce a, 6 Ie dimensioni délia guida, le condizioni al contorno
(7), relative ai quattro lati OA, AC, CB, BO (e assunto il verso t
di percorso su s coincidente con i su 0A\ si riducono alle identità

(15)

(16)

(17)

h*Z(R&h*> V) ^

W ~ (Meihi* -»- Ne~ih&)(P H- Q) =

^){ U— V

V)
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(18)

— S)(Ueih*y

Ie quali risultano compatibili (con la condizione di Ez, Hz entrambe
non nulle), se le quantità ^ (=±^3) , ^2(==t^4) (9) sono soluzioni^
o di ano dei sistemi:

^fc^e-^l» ± l)2 = 0

— 0

(ottennti assumendo i segni superiori o quelli inferiori) ed in cui è
da porsi. con la convenzione or ora detta circa i segni

Z[ht(i(20) <P — ^

o di nuo degli altri sistemi (ottenuti da (19) sostituendovi fo%, &r

rispettivamente, ad fex. a):

(9) ]N"ori si riportano, per ragioni di brevità, i calcoli relativamente
laboriosi ma del tutto privL di difficoità, che l'elirainazione delle costanti
M, JV,..., ü, Vr J13, ht dalle (15),... (18), (14) comporta.
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(21)

— Z[ht* ^ ifc 1)* = 0

e-2*fti°)* = 0

= 0

con

{22) ± e

Ora, è evidente che i sistemi (19), (21) ammettono, nell/ipotesi
= 0, Ie ben note soluzioni

(23)
TT

a ' (r, s interi)

relative alla guida perfetta (î0), ed è inoltre facile verificare che,
se èZ=\=0, essi sono incompatibili; si osservi infatti, con riferi-
mento al sistexna (19) [analoghe considerazioni potrebbero farsi
per (21)], che per Z4=0 Ie prime due equazioni equivalgono alle

(24)

hl e-*
-lhia q i l

h2
Z — — Z ~ = 0

e che nessiina delle soluzioni comuni delle (24) soddisfa la terza
delle (19). Risulta cosï provato che eventuali campi non trasver-
sali délia guida rettangolare non perfetta non possono determi-
narsi con il metodo d'integrazione per separazione delle varia-
bili (u) valido per le guide perfette.

(lot Potrebbero ritrovarsi, in quest'ipotesi, Ie espressioni di J£zy Hs

relative ai vari modi délia guida perfetta; ma su ciö non insistiamo.
(u) Si osservi che per Z^O risultano diversi da zero i binomi

{e—ihxa sfc i), (i — (j>e—2ih2k̂  Considerazioni analoghe, che non riportiamo
per brevità, valgono anche per il sistema (21).

(12) II carapo nelle guide a pareti non perfette potrà esprimersi corne
somma di campi dei tipi TE e TM; si veda, a taie proposito, l'intéres-
sante studio di V. M. PAPADOPOULOS (op. cit.).


