
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Guido Vaona

Sul teorema fondamentale della
nomografia.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 16
(1961), n.3, p. 258–263.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1961_3_16_3_258_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1961_3_16_3_258_0
http://www.bdim.eu/


Sul teorema fondamentale délia nomografia.

ISTota di GÏTIDO YAONA (a Bologna) (*)

Sunto. - Si dimostra che ogni tritessuto non esagonale di rette ammette
al più undici deformazioni proiettive e si indica una via per dimostrare
il « teorema fondamentale délia nomografia

1. Introduzione.

Nel 1912 H> F. GRONWALL enunciava, senza dimostrarlo, il
seguente teorema : « Se un' equazione in tre variabili ainmette una
rappresentazione nomografica a punti allineati, escluso il caso in
cui Ie tre scale costituiscano una cubica, questa rappresentazione
è unica a meno di omografie » (1J. Questo teorema, che viene
chiamato teorema fondamentale della nomografta, per quanto mi
consta, non fu mai dimostrato.

Più tardi, nello studio dei tritessuti di curve piane e delle
trasformazioni puntuali f ra piani, vari A. A. si sono imbattuti
nella stessa questione dimostrando il teorema solo in casi partico-
lari; cosï W. BJÜASCHKE, G. BOL, O. BORUWKA, J. DTTBOTJRDIEU (2).
A tutti questi A. A. la questione si présenta nel suo aspetto duale:
« Ogni tritessuto di rette, escluso il caso in cui Ie tre schiere
costituiscano un inviluppo di terza classe, non si puö trasformare
in un tritessuto di rette con trasformazioni non omografiche».

Nella teoria della deformazione proiettiva dei tritessuti Tipotesi
précédente si enuncia: « Gli unioi tritessuti di rette proiettivamente
deformabili sono quelli a configurazione esagonale ossia quelli
costituiti dalle rette di un inviluppo di terza classe » (3),

II contributo di maggior rilievo alla nostra questione è forse
quello dovuto a G. BOL che dimostra il teorema: « Ogni tritessuto
non esagonale di rette ammette al più diciassette deformazioni pro-
iettive » (4).

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 10 luglio 1961.
(*) H. F. GRONWALL, [1],

(2) W. BLASCHKE, [2], [3]; G. B O L , [4], [5]; O. BORUWKA [6]; J . Du-

BOURDIEU, [7].
(3) Si veda : G. VAONA, [8].
(4) Si veda : G. B O L , [4].
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Nella presente Nota miglioro il risultato di Gr. BOL dimostran-
do che: Ogni tritessuto non esagonale di rette ammette al pvk undici
deformazioni proiettive. Indico inoltre una via per risolvere la que-
stione in forma definitiva. Faro sovente riferimento alla mia me-
moria [8] alla quale rimando per le notazioni, per molti sviluppi
analitici e per alcune nozioni di cui qui faccio uso.

2. Posizione analitica del problema.

Un tritessuto analitico di rette di un piano proiettivo si puö
sempre rappresentare localmente, a meno di omografie, con il si-
stema di equazioni differenziali

xuu = — bxu H- px

(1) xuv = a xH -f- bxv -4- ex

dove p = 2b2 -+-&„, c = — ab — an — bv, q = 2a2 -H av e dove le f un-
zioni a e b soddisfano aile condizioni

aHU -*- 2buv H- 36a t t -+- %bbv = 0

(2)
bvv -+- 2auv H- %abv -h 6aau = 0 ;

e mediante l'equazione differenziale

(3) dudvldv — Mu) = § (k 4= 0),

dove

(4) 3X(& - Xo) -H K -h A\ = 0 (5).

Affinchè il tritessuto non sia esagonale cioè non sia costituito
dalle rette di un inviluppo di terza classe -deve essere

(5) \

(5) Si veda: G. "VAONA, [8], pp. 46, 47.
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Infine affinchè il tritessuto sia proiettivamente deformabile è
necessario e siifficiente che il sistema di equazioni differenziali

Xuu -+- 2kXuv - SXX(XH ~h 2XXJ — 6\XVX2 -+- EXU -+- FXV -

(6)
IXVV -+- 2XUV — SX{IXV -f- 2XU) — 3AVX2 -H LXU -H MXy H- iVZ = 0,

dove

E = 2X„ -t- 36, # = 2XU -+- 6X6, G = Fv -+- 3Xa„

(7)
i = 6a, ikT = 2X„ n- 3Xa, N=LH-h lvv -+- 3kva H- 36W ,

ammetta almeno una soluzione X ^ O (6).

3. Conseguenze differenziali delle (6)*

Derivando due volte Ie (6)ed eliminando Ie derivate terze e
quarte di X si perviene alla nuova equazione del 2° ordine

(8) BXUV -H aZXM -H oXXv H- sXH -H 0Xv -H pZ» -h aZ 2 + TZCZZ 0,

dove

E — — 8XA, oc = 24Xà, o = 24X2A, o — — 9A2A

= (— 24Xa - 4 y + 2Xŷ  A

6 = (— 24X*a — 2XW -h- 12XXJA -H 2XAW -H 4X2A,

(9) ei = (27X2a -f- 15XX )̂A

T = 4XA2 -H (— 27X2at — 24Xaw — 24X*aw — 30XX^a -»- 9XXW -t- 10X/ —

(6) Si veda: G. VAONA, [8], pp. 51, 52.
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Essendo il tritessuto non esagonale per ipotesi e quindi E =}= 0,
dalle (6) e dalle (8) si ha il sis tem a

XUM = - VkXXu •+- A,XB •+• A,XV -4-1

<10) Xtl„ = 3X(X„ •*- XX,.) -H S,X„ -+- BtXv - IXZ» t- JB 3 Z ' + B,X

ZCT = — -ÓXX, -H C,X„ -4- C2X„ -H I Z 8 -t- C3X' +- C4X,

•dove

2XE 2X6 „ 2Xc
Ai=-R -E, At = ^—F, A3 = -jj-

° ' — I R — J' ^ — \ R ~ 1 ' {JÏ— Xi? + ö X ' ° 4 — Xi? X-

Le condizioni di integrabilità del sistema (10) conducono alle
due nuove equazioni differenziali del 1° ordine

(12)
-f- (P 4 Z ! + PbX + Pe)X„ + P 7 Z 3 •+- P8Z* •+- P 9 Z = 0

2XUXV •+• 1XJ -*- IQ,X' + QjZ -H Q3)X„ •+•

(13)
-H ( Ç4X2 + e5Z -f- Q6)XB + § 7 P + QgX* -*- Q9X = 0,

dove, in partieolare,

P , = Ç X, P 2 = XJ3t + 5 , H-| £ , -H X„, P 4 = x ^ ,

2
P 5 = 3XB, -H 2il2 — X^j — n A3 •*-
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Derivando la (12) rispetto ad u e la (13) rispetto a v ed elimi-
nando XK* e Zy

2 si hamio due nuove equazioni del 1° ordine del tipo

* -H S4X-*-

(14)
H- Sl0X* -*- SnX* -

r,XwXB H- (T2Z3 -H ... •+- T5)XW H- (T6X3 H- ... -f- T9)XV -4-
(15)

-H T10Z* + T n Z 3 -H T12Z2 H- T13X = 0 ,

dove le JS e T sono fuuzioni di u e v non tutte nulle essendo ad
es. St =(= 0 e T2 4= 0 ; inoltre le due equazioni non coincidono-
Derivando infine la (12) rispetto a v e la (14) rispetto ad u ed
eliminando Xu

z e Z, 2 si hanno le due equazioni

(16) (D,Z -h f72)ZMZ, -e <?È(X)XH H- ta(X)Zv + yB(X) = 0

(17) ( ^ Z - H v . j z ^ -H <p,(Z)zM + W Z J J ; + X5(Z) - o,

dove le ©, ^ e ^ sono polinomi in Z di grado uguale ail'indice.
Considerando le ultime quatfcro equazioni del primo ordine

nelle incognite XUXV, Z„, Zy , per la loro coesistenza deve annullarsi
il déterminante dei coefficienti e dei termini noti. Ciö conduce ad
un'equazione in Z non identica di grado 12, onde, scartando la
radiée X=0, segue il teorema.

4. Osservazione.

Per risolvere definitivamente la questione Jbasta far vedere che
eliminando Xuf Xv fra le precedenti equazioni si ottengono délie
equazioni in Z incompatibili nell 'ipotesi A^=0.

Ma eseguendo l'eliminazione si ottengono délie condizioni
contenenti X, a, b. Mentre b si élimina mediante la (4), per l'eli-
minazione di a devono essere utilizzate le (2) e le loro conseguenze
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differenziali. Le (2), posto a = — y si scrivono

y un •+• 2lyuv — Sly(yu -+- 2Xyv) — &k\y% •+- \lv — y j #„ — 2XX(,y(, —

_ ( 2 X W » H - 2 A X W ^ H - T = 0
(18)

- lyv) - 3X^« H- 2XV2/M — At/ -t- + = 0

dove

<p = - 1 [KKV ~ Au - XAB -*- ( y - \ ) A ]

+ = 3 (̂ B*« •+• *„).

Per ottenere le conseguenze differenziali délie (18) si possono
utilizzare i calcoli già fatti in quanto le (18) si ottengono dalle
(6) con la sostitazione X= — y -+- a.
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