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Sulle soluzioni del sistema linearizzato
di Euler-Minkowski.

Nota di GIOVANNI CRITPI (a Messina) (*)

Santo. - Si dà un metodo per la ricerca delle soluzioni del sistema linea*
rizzato di EULER-MINKOWSKI in cui Ie funziom incogmte e Ie loro
denvate si pensano, a priori, funzioni delle quattro variabili indipen*
denti x, y, z, t. In particolare, si trova una nsolvente del sistema.

Partlcolari fenomeni magneto-idrodinamici, i quali nascono
quando si considéra un fluido, incomprimibile ed elettricamente
conduttore^ mobile in un campo magnetico esterno, omogeneo di
induzione Bn, sono stati studiati sulla base del seguente sistema
di EULER-MINKOWSKI (x)

* r r — C rot E d
H

- « A B | ,

dove E indica Pintensità del campo elettrico, D lo spostamento
elettfico, ƒ la densità. di corrente di conduzione, H Fintensità
del campo magnefcico, B l'induzione magnetica, v la yelocita della
generica particella, F la forza di natura non elettromagnetica, p
la pressione, c la velocità della luce nel ruoto, £ la costante
dieletfcrica, [x la permeabilità magnetica, <r la conducibilità elettrica
e p la densità costante del fluido.

(*) Pervenu ta ]alla segreteria delFU.M.I. il 10 febbraio 1961.
(l) Gr. CARINIJ Sulle equazioni della magneto-idrodinamica, « Rend, Ace.

Haz. Lincei», (8) 21, 1956, 436-441.
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JSTel précédente sistema non figura la densità di carica p (e)

perohè il fluido è stato supposto elettricamente neutro.
Poaendo X — 0 nel précédente sistema, si ritrovauo Ie equazioni

di ALFVÉK".

Nella presente ricerca sapporremo che il campo elettrico sia
solo quello indotto, mentre il campo magnetico sia costituito da
due contributi: uno dato dal campo esterno impresso e Taltro dal
campo indotto.

In particolare, Pinduzione magnetica B è suscettibile di essere
concepita della forma:

(1) B = B0 + b,

dove b indica il contiïbuto del campo indotto.
Sceglieremo Bo coincidente in direzione e verso con Tasse 0&

del sistema cartesiano.
Nei successivi sviluppi porremo a base il seguente sistema lineare

(I) B - — crotE (III)

(II) D + I=c rot H (IV)

(VI) div v = O

(VII) E = — — — vAB*
v J e SUL ' x ö

(VIII) # = ^

ottenuto dal sistema (A), trascurando la dérivât a convettiva rispetto
v

a quella locale, i prodotti di p = — per Ie grandezze indotte ed i

prodotti delle grandezze indotte rispetto ai termini lineari.
Le approssimazioni utilizzate per passare dal sistema (A) al

sistema formato dalle (I-IX) sono state già considerate in una

(2) H. ALFVÉN, On the Existence... « Arkiv für mateniatik, astronomi,
fjsik», Bd. 29 JST. 2. 194*2; Cosraical eleetrodynamics, cap. IV, Oxford
University Press, 1950.
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précédente Nota lincea di Totaro(3), in cui l'An tore, trascurando
anche la corrente di spostamento D t* la forza non elettromagnetica
F} studia un problema di riflessione e rifrazione délie onde piane
magne to~idrod inamiche.

Nel presente layoro si dà un metodo per la ricerca délie solu-
zioni del sistema (LIX) in cui le funzioni incognite e le loro derivate
si pensano, a priori, funzioni délie quattro variabili indipendenti
x, y, z e t

In particolare si dimostra che il problema è riconducibile alla
integrazione délia segaente equazione alle dermate parziali, lineare
e a coefficienti costanti

(a)

dove

ox' dyl dB2 [t. a ' a pp.9 c2

Airequazione (a) soddisfano tutte le grandezze vettoriali £, D,
l /ƒ, B e o.

Nel caso che si trascuri la forza non elettromagnetica F anche
la pressione p soddisfa alla stessa equazione.

Infine, sarà messo in evidenza che - qualora si ricerchino onde
piane propagantisi nella generica direzione u, formante un angolo
S co]i Bo - Fequazione (a) conduce sostanzialmente agli stessi
risultati a cui conduce Fequazione (4)

trovata in un^altro lavoro, in cui mi ero proposto di vedere se col
sistema (A), non linearizzato a priori, fossero compatibili propaga-
zioni per onde piane.

(3) C, TOTAROJ Sulla riflessione e rifrasione in magneto-tdrodinavmcar

Rend. Acc\ ]Naz. Lincei, (8) 24, 1958, 310-316.
(4) G. CRUPIJ SÎ* w a nwova equazione délie onde piane magnéto-tdro-

dtnamiche propagantisi in una generica direzione ed ttna sua apphcazione*
Boll. TLM.L, (3) 13; 1958, 173-178.
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Nella deduzione della (b) tenni conto della circostanza che Ie
funzioni associate alle onde pian e dipendono da as, y, z per il
t ramite del prodotto scalare vu, con r = P— 0.

Nel presente lavoro viene abbandonata tale posizione restr i t t iva.

1. Eliminando E dalla (IX), per il tramite della (VII), si ha

(2) / =

dove Xx = — . Precisiamo che s a — Xc = l, perö preferiamo

conservare l 'espressione EJX. — Xc per non perdere di vista il contri-
buto caratteristico del sistema di E U L E R - M I N K O W S K I che consiste
solo nei termini in X.

Eliminando ƒ dal secondo membro della (Y), utilizzando la (II)
e tenendo conto anche della (YIII), si ha

A B°~h ù A B«~ S
e questa, supponendo che F derivi da un potenziale — U(x, y, s)
e applicando l'identità

(rot fi) A BO = Bo ~ - grad (JJ,. B),

è suscettibile della forma

,„. dV BodB 1 ô A D
( 3 ) D ^ B

Eliminando E dalla (I), nsando la (YII), e poi osservando che,
in virtù della (VI), vale l'identità

si deduce Fequazione

(5) B
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Eliminando ƒ ed H dalla (II), per mezzo della (2) e della (VIII),
si ottieue

(6) Ó + '-(D+±v

Poichè, in virtu della (IV), vale l'identità

rot!

applicando l'operatore rot ad ambo i merabri della (3) si ottiene
Pequazione

(7) rot v = —̂  rot - . ,
y p IJL d s p c a f 0 0 '

in cui non appâte più la pressione p.
A conciasione delle precedent! coasiderazioni. il problema ma-

tematico pao essere schematizzato nel seguente modo: a) la ricerca
delle grandezze v, B e D puö essere coadotta integrando il sistema
formato dalle equazioni (5), (6) e (7j; b) il calcolo di p, una volta
determinati ü, B e D, puö essere eseguito mediante la (3); c) Ie
grandezze £ , H ed ƒ> una volta conosciuti i;, B e D, risultano
note in virtu delle (YII|, (VIII) e (IX).

Precibiamo, inoltre, che tra Ie soluzioni del sistema costituito
dalle equazioni (5), (6) e (7) vanno considerate solo quelle che
verificano anche ie condizioni espresse dalle (CII), (IV) e (VI).

2. Cominciamo a dimostrare che Ie grandezze ü, B e D, definite
dal sistema formato con Ie (5), (6) e (7). soddisfano tutte ad una
stessa equazione.

Osservlamo che, tenendo conto della (1), il sistema dato dalle
(5), (6) e (7) è suscettibile di essere scritto nella forma

(6')

,n> • Bt db B9(7) rot Ü = —" rot -
1 7 p|i 3s pc

ed é su questo sistema che qui ci fondiamo.
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Applicando loperatore rot ad ambo i membri della (6') e tenendo
conto della (III), della (1) e della (4), si deduce

ELiminando da quest'ultima rot D e rot Z), in virtù della (5') e
delFequazione che si ottiene applicando ad ambo i membri della (5')

'S

Foperatore —7, si deduce la seguente relazione tra 1; e 6

pt 0 0 a ̂  c a ^ f ~ JA ~*~ c c '

TJn'altra relazione tra v e 6 puó essere dedotta col seguente
procedimento.

Eliminando il termine rot — dalla (7') e dall'equazione che si

o %

ricava applicando l'operatore — ad ambo i membri della (6'), si

deduce
^ - ro t t ; = — H — ̂ — A -on
JBA sc\d2 c dz n °

e applicando ad ambo i membri di quest'ultima l'operatore rot si ha

(9)
p . (7 dD

— — A Ü = — rot - —
JDQ se o Z s e a

dD
Eliminando, ora, il termine rot -—dalla (9) e dall'equazione che

a
si ottiene applicando l'operatore —ad ambo i membri della (5'),

o 0
resta stabiiita la nuova relazione tra n e i

do) dib ci?- • • - d i v

Se, a questo punto, conyeniamo di introdurre gli operatori lineari

u. d s d t

1 [A c S î 2 c g i
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le equazkmi (8) e (10) possono essere scritte nella forma simbolica
più semplice

(8') niV = Cïtb

(10') Q4 v = O3 6.

Sottraendo membro a membro le due equazioni che si ottengono
applicando Toperatore O{ ad ambo i membri délia (8') e Poperatore
Q2 ad ambo i membri délia (10% si deduce

(12) (0,^-0,^)0 = 0.

Analogamente, sottraeado membro a membro le due equazioni
che si ottengono applicando Toperatore O4 ad ambo i membri délia
(8') e l'operatore Ox ad ambo i membri dalla (10'), si ricava

(0,0,^-0,0.) 6=0,

e questa per la invertibilità degli operatori definiti con le (11), puö
essere scritta nel seguente modo

(13) (O8O1-O fO4)6 = 0.

Introducendo, per ragioni di brevità^ l'operatore

(14) O = O I O 1 - O 1 O 4 ,

le (12) e (13) sono suscettibili délia forma

(12') Oi; = 0

(13') Q6 = 0.

Applicando l'operatore O, dato dalla (14), ad ambo i membri
della (6'), tenendo conto della (12'), della (13') e délia invertibilita

delPoperatore O c o n ^ e rot, si ricava

(15) i - i l
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La (15) è soddisfatta, ovviamente, da tutte Ie soluzioni della
equazione

(16) tlD = 0

e, per un eventuale Q D 4= o, dà

^gix, y, 0) e~ï* ,

dove g(x, «/, z) è, a priori, una funzione arbitraria del posto.
Rricordiamo che s/c ha Ie dimensioni di uu tempo e dà Pordine

di grandezza della durata temporale in cui ii secondo membro
della (17) puö essere considerato non nullo (5). Poichè nei buoni
conduttori tale intervallo di tempo è cosï breve che l'applicazione
del metodo fenomenologico non avrebbe senso, possiamo presumere
che Ie soluzioni significative della (15) sono solo quelle della (16).

Resta cosï, dopo Ie (12'), (13') e (16), diinostrato che Ie tre
grandezze v, b e D, definite dal sistema (5'), (6'), (7') soddisfano
alla stessa equazione: e questa, dando all'operatore Q la struttura
espiicita che ad esso compete, in virtù della (14) e delle (11), as-
sume la forma

dove

(19) m = —, «' = - , y* = —», a =

e ^ indica uno qualunque dei vettori v, b e D.
Completiamo questo numero, osservando che alla stessa equazione

(18) soddisfano anche E, H ed ƒ: ciö segue subito dal fatto che,
in virtù delle (YII), (VIU) e (2) queste grandezze si esprimono
linearmente in termini di v> b e D.

R. BBCKER, Teoria delV'ElettricUà, Yol. I, p. 128, SANSONI, 1949.



56 GIOVANNI CRUPI

3. CoHsiderazioni riguardanti la pressione. - Caratterizzata
una soluzione del sistema (5'), (6') e (7'), soddisfacente anche aile
equazioni (III), (IV) o (TI), per determinare la pressione p basta
rifarsi all'equazione (3).

Infatti, proiettando la (3) sugli assi cartesiani del sistema iner*
ziale di riferimento e tenendo conto che B = Bo -h b, si ottiene il
seguente sistema

(20)

dp * -L>O ̂  ^1 -^o T\ o ^ 3 du

dx ^ l j j i ô 0 c 2 [x a x ~ N a:

d y ~ ~ ~ ? U 2 ~ * ~ [x dz~*~ c a ^ ^ 2 / P ^ 2 /

9 p • d û
— = — p i * . - ? — , -

che puö essere riguardato corne un sistema nella sola incognita p,
dopo aver caratterizzato v, b e D dalle (5'), (6') e (7').

Corne puö essere facilmente verificato, le (20) sono compatibili
per qualunque soluzione del sistema (5'), (6') e (7'), soddisfacente
anche aile (III), (IV) e (VI).

Dimostriamo che anche p -+- p II soddisfa alPequazione (18).
Infatti, applxcando Toperatore Q, introdotto con la (14), ad ambo

i membri délie (20) e tenendo presenti la (12'), la (13') e la (16), si
deduce

da cui segue

(21) Cl{p+ 9U) = f(t),

dove / (t) è a priori, una funzione arbitraria di t. Per la natura
fisica del problema e l'arbitrarietà di ƒ (£), conveniamo di consi-
derare le soluzioni che si hanno ponendo f(t) = O. In tal caso la
(21) si specializza nella

(21') H(p-i- p Ï7) = 0
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e questa dimostra, dato il significato delFoperatore O, che p -+- p U
soddisfa alla (18).

Nel caso particolare che 27—cost. la (2V) si particolarizza nella

(22) Qp — 0.

Possiamo, dunqae, concludere con il seguente Teorema: in assenza
di forze di natura non elettromagnetica, tutte Ie funzioni incognite
del sistema (I~IX) soddisfano alla stessa equazione (a).

4-, - Caso délie onde piane. - In un précédente lavoro (4) ho

dimostrato clie la ricerca delle soluzioni del sistema (Â), nou

liuearizzato a priori, suscettibili di essere interpretate corne onde

piaue propagautisi in una generica direzione di versore u, for-

mante col campo impresso ^ 0 un angolo Sr =(= ̂  , è riconducibile al-

Fintegrazione della segaente equazione di terzo ordine

dove

c2 „„ B\

Per la deduzione della (23) ho tenuto conto, in taluni passaggi
intermedi, che Ie grandezze associate alPonda piana dipendono
da #, y, z per il tramite del prodotto scalare r • u, con r — P-O.
Questa ipotesi restrittiva è stata abbandonata nella presente Nota,
in cui si dà un metodo generale per la ricerca delle soluzioni del
sistema linearizzato (I-IX),

Mi sembra utile segnalare che, relativaraente al problema delle
oude piane, Ie equazioni (L8) e (23) conducono alle stesse soluzioni.

Vogliamo illustrare ciö su un caso particolare.
Una v associata ad un'onda piana periodica rispetto a i, pro-

pagantesi nella generica direzione u, sarà del tipo

(24) v = voe
tihr'°-<*t}

dove oj è uu pacametro assegnato e k un parametro da determi-
narsi opportunamente.
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Osserviamo ehe, assegnato w, la (24) dà luogo a tante onde monocro-
matiche (con lo stesso periodo temporale) quanti sono i corrispondenti
valori non nulli che si possono attribuire a &.

Se tentiamo di soddisfare aile (18) con la (24), si deduce.
assegnato OJ, la seguente equazione per k

(25) k2 (m t»ik2— V2 cos2 ^ fc2 — ei o>* -+- O>2) -hak2 w* cos2 * = 0

la quale si spezza nelle

(26) k2 = 0

(27) (moi— V2 cos2 s) k% + w2 (1 + a cos2 Sr) — s' i ^ — 0.

Analogamente, tentando di soddisfare alla (23) con la (24), si
ricava che i valori di k sono quelli forniti dalle radici dell'equazione

(28) (m toi— V2 cos2 2F) k2 -+- <o* (1 H- a cos2 ̂ ) — e' i OJ3 = 0.

Poichè la (28) è identica alla (27), e questa fornisce le radici
non nulle délia (25), resta dimostrato che, ai fini délia ricerca di
onde piane, la (18) e la (23) conducono sostanzialmente agli stessi
risultati.

Una soluzione compléta del sistema di EULER-MINKOWSKI,
suscettibile di essere interpretata corne onda piana magneto-idro-
dinamica, periodica rispetto al tempo e propagantesi in una
generica direzione a, è stata caratterizzata in un altro mio lavoro (6).

Anche NARDINI si è interessato del problema délie onde piane
del sistema di EULER-MINKOWSKI in una Nota del 1958: in
questo lavoro l'Autore, tra l'altro, approfondisce il problema anche
dal punto di vista energetico.

(6) Qr. CRUPT, Una soluzione délie equazioni di Euler-Minkowski e sua
interpretazione fisica, Atti del Sem. Mat. e Fis. dell'Università di Modena,
9, 1959, 1-12.

(7) R. ^"ARDINI, SU particolari onde idromagnetiche piane, « Le mate-
matiche», 13, 195S, fasc. 1,


