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SEZIONE SCIENTIFICA
B R E V I N O T E

Sul moto centrale di un punto-massa veloee.

Nota II di AKTONÏO PIGNEDOLI (a Bologna) (*)

Santo. - La nota compléta ed intégra una nota précédente preliminar-
mente pubblicata dal l'autore sullo stesso argomento in questo stesso
giornale. Si confrontano, anzitutto, i risultati che si ottengono ordina-
riamente in una impostazione relativistico-ristretta del pröblema del
moto centrale di un punto-massa veloce con quelïi che si ottengono
nella impostazione relativistica proposta dalV Autore. (Il pröblema è sem*
pre affrontato nello schema deterministico* cioè non meccanico-quanti-
stico). Si considerano in particolare il caso delle forse newtoniane ed il
retativo pröblema dello spostamento del perielio.

Si stabilisce poi in generale per qi&ali n interi energie potensiali
della forma V(r) = arn, {con a costante) forniscano, in dinamica rela-
tivistica^ per la determinazione della traiettoria, integrali elementarij
ellittici od iperellittici, e cib in una consideraeione che contiene in par-
ticolare i casi di interesse fisico. Indi si $tudia7 sempre nello schema
non quantistico, il pröblema del moto di una particella puntuale veloce
in un « campo mesonico scalare », interessante, come si sa, la teoria delle
forse nucleari. In seconda approssimasione, la determinazione della
traiettoria è ridotta a quadrature ellittiche.

Si sfudia, infine^ il pröblema del moto di una particella puntuale
soggetta all' azione di una forsa centrale di modulo cp(Ö)/r'2.

1. Questa nota ha lo scopo di fare seguire alcuni complementi
ad un' altra già da me pubblicata preliminarmente sullo stesso
argomento (a). Puö essere, anzitutto, interessante un confronto fra
i risultati che si ottengono ordinariamente in una impostazione
relativistica ristretta del pröblema del moto centrale di un punto-
massa yeloce e quelli che si ottengono secondo la impostazione
fatta nella mia citata nota.

(*) Peryenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 15 germaio 1961.
(*) Cfr. A. PIGNEDOLI, Sul moto centrale di un punto-massa veloce^

• Boll. U. M. L», (3), vol. 13, 1958.



ANTONIO PIGNEDOLI

Dettî  rispettivamente T il « tempo proprio », m0 la « massa a
riposo » délia particella puntuale considerata ed 0, al solito, il
centro délia forza solleeitante, Fequazione del moto délia parti-
cella stessa si scrire ordinariamente : (?)

( r = m o d ( P -

dove è chiaro il significato dei siinbolL In coordinate polari di
polo 0, ne discende immediatamente 1? integrale primo del momento
délia quantità di moto :

d6 d e / t ; \ â d ô /

dr • dö
con r = -ri, 9 = 3 i 5 c = velocità critica,at at

Se, essendo two.F(r) la componente della « forza di MINKOWSKI >

agente sulla particella, si pone m0F(r) = , , Tequazione diffe-

renziale (1) diventa :

d*{P~O) d${r) P~0
0 dr* dr r

Moltiplicando ambo i membri di quest'ultima scalarmente per
d(P-O) . ...

j , si ottiene :

dHP — 0) d(P - 0) d$(r) P—O d(P — O)
m ° d^ X di - ~ dr '^r~>< éh '

dr ' dr dr '

quindi l'intégrale:

(I) \ m, [d(P 0)] + *(r) = costante,

cioè

(r) ïm [d(Pi" °T(r) ïm

(2) vedi, per es. : Gr. STEPHENSON e C. W. ICILMISTER, Special relativité
for Physicists, Longraans, Liondon, 1958, pag. 65.
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cioè, infine, Fintegrale:

1 mv
il") r - — _ H- 3>(r) = cos tante.

Se si pone, invece, m o-F=ll—-^-j —j—, dalla (1) si ha :

d'(P — O) _ 1 d<t>(r) P O
m° dx2 ~ — y i _ V2j€t dr * r '

da cui

d\P—O) d(P—O) 1 d4> P - O d(P - O)
m°~~fo* X dr - ~ y 1 - v*ic* dr r X dt '

d 11 [d(P — 0)
dr

£ \ 1 V*

= 0,

1 <D = ^ ( = costante),
V 1 — v2jc2

cioè, infine, l'intégrale relativistico dell'energia

(II) me2 •+ *(r) = E (= costante),
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dove <t>(r) è l'energia potenziale délia partice la ed m, al solito, la
massa maupertuisiaaa délia particella stessa.

TJguagliando poi la forza radiale al prodotto délia massa a
riposo per la componente radiale délia accelerazione calcolata ri-
spetto al tempo proprio T e tenendo couto dell'integrale primo del
momento délia quantità di moto (2), si ricava F equazione differen-
ziale délia traiettoria :

Ora, dall'integrale relativistico (II) discende.:

(4) m/m0 = (1 - v%jc*) "î" = [E — *(*•)] /moc2,

quindi l'equazione differenziale délia traiettoria délia particella
risulta:

E — <P(r) d<i>{r)

Da ciö discende che la traiettoria relativistica è la stessa che
si avrebbe nel caso classico sotto l'azione di una forza conserva-
tiva dipendente dalla energia potenziale ^(r ) e, naturalmente?
con un tempo impiegato a descriyere Porbita differente dal tempo
impiegato nel caso centrale classico. Se, in partieolare, la forza è
newtoniana, detta Mo la massa del centro attraente ed ƒ la costante

della forza attrattiya, sostituendo nella (5) 4>(r) = — — -—-, si

ottiene l'equazione differenziale :

ro=\ i ƒ MOE
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che fornisce la soluzione generale:

fMJE
(7)

con AQ ed a costanti di integrasöione. La traiettoria « a rosetta »
rappresentata dalla (7) présenta una precessione apsidale data per
ogni rivoluzione da :

(8)

mentre, come si sa, la vera precessione, in accordo con la teoria
della r el a ti vit à generale, è circa sei volte più grande. (È quasi
superfluo ricordare che la teoria relativistica del moto di una par-
ticella puntuale in un campo di forza centrale ha ottenuto, in una
classica memoria di SOMMERFELD (3), il successo rappresentato
dalla spiegazione della struttura fina dello spettro dell'atomo di
idrogeno nella impostazione meccanico-quantistica di BOHR-SOM-

MERFELD).

Nella impostazione secondo la quale io mi sono già occupato
del problema del moto centrale di una particella veloce, Fequa-
zione differenziale del moto stesso diventa, in generale :

(9) di
- 0)

dr

doye t è il tempo ordinario, m la massa maupertuisiana della
particella mobile e V(r) Penergia potenziale da cui dipende la
forza centrale in questione. Si hanno 1' integrale relativistico del
momento della quantità di moto

(10) mr*h = m j = = A (= costante)
1 ƒ ^ rï + rzh

(3) Cfr. A. SOMMERFBLD, «Annalen der Physifc , 51, I, 1916.
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e Vintegrale relativistico dell'energia:

(11) me1 •+- V(r) = m°C -h V(r) = E {— costante)

V —7*
che si puö scrivere:

Bliminando la massa maupertuisiana m tra 1' integrale del mo-
mento délia quantità di moto e quello soprascritto dell'energia, si
ottiene la:

(12) r2b = Ac*[E — V{r)]-K

Infine, eliminando il tempo dalla (il') per mezzo della (12), si
ricava l'equazione differenziale relatiyistica della traiettoria:

Da questa, separando le Tariabili^ si ottiene:

da cui, integrando, si ha:

(14)

Dopo cid, dalla (12) si ricava:

d8 Ac1

dt



SUL ilOÏO CENTRALE Dl UN PUNTOMASSA VELOCE

quindi :

(15)

Nel caso newtoniano ho fatto vedere come si possa assumere
quale equazioue differenziale vettoriale indefinita relativistica del
moto della particella puntuale planefcaria considerata la seguente:

dl <UP-O)] Mn + m0 (P-O)

v
la quale, per 0, si riduce all'equazione classica :

c
d%P-0) m0 + Mn (P-O)

dV~~-~' r* ' r *

E, posto (t0 = fmo(mn -+- Mo), quindi V(r) = — u.Jr, Tequazione
differenziale relativistica deiia traiettoria (16) diventa:

che fornisce:

1 1
4 V

1
r

[1 —i*.0*/A2c*) i /^s: ( e _ 9o)
F 1 A*< °

cioè per la traiettoria, « a rosetta», una precessione perielica per
ogni rivoluzione data da:

(20) 2TT

risultato questo che migliora quello ordinariamente ottenuto in
relatività ristretta.
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2. Possiamo ora chiederci in generale (i casi di interesse fisico
rientreranno corne casi particolari) quali siano gli interi n tali
che, considerata una energia potenziale délia forma V(r) = ar*\
con a costante, forniscano, per la determinazione délia traiettoria,
integrali elementari, ellittici od iperellittici. Si avrà, in generale:

dr
(22) e - e ^

— r'

dr

P^.-

Per n = 0, si ha, in particolare:

dr
(23) 6 - Ôo = z^ ^

— 2Ea + E% — m* c*)r2 —

cioè un integrale elementare.
Prendiamo ora in esame il variare di n per numeri interi

positivi.
Per n = 1, si ha :

dr
(24) e - e0 = + Ac

r ya
tri — 2Ear3^-{Et —

cioè un integrale ellittico.



SUL MOTO CENTRALE Dl UN PUNTO-MASSA VELOOE

Per n — 2, si ha :

e f _ d r
(25) 6 - 0 _ _+. c J ^ V a V e ___ 2^a~4 +_ ggi _ ^ i ^ r ^ " ! - !

r
—• — /\ c I -

cioè un integrale ellittico nella variabile r9.
Per n — 3 risulta invece un integrale iperellittico in r. Si ha,

infatti, in tale caso :

I W \ A f t - 1 dT

(26) 6 — 60 = rp r V «V8 — 2Ear* -+- (E1* — moVJr* — 4 V2

Cosï si hanno pure integrali iperellittici per w = 4 e per w = 5 .
Passiamo ora a prendere in esame valori interi negativi del-

Tesponente n.
Per n = — 1, si ha il già considerato caso del potenziale

newtoniano.
Per n = — 2, si ha, invece :

(27) 0 — 60 = q= Ac j - 4 -— .̂

cioè un integrale ellittico.
Per n = — 3, risulta :

ƒ V(~JB2 - a*

cioè un integrale iperellittico. E cosï via.
Soffermiamoci, in particolare, nel caso di n = — 2, che présenta

speciale interesse dal punto di vista analitico. In tale caso si puö
scrivere^ successivamente:

~
( A v

 - • •
2 E a ] r

'

(dr\*\E> — m*c* t
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Opérande» la trasformazione :

a

l'equazione differenziale (29) si muta nella seguente:

p 2 ( j g ' -

Ora per E2 — m0
2c4 < 0 le radici dell'equazione di secondo

grado m p, p* — - - - — ^Ea^A^f ~ S°n° r e ; SOm"

m a è u g u a l e ad ^ e la più piccola di esse è minore di — ̂ . Per -

ciö, i nd i cando r i spe t t i vamen te con ex ed ed la più g r a n d e e la

p m piccola di ta l i radici , ed essendo e% = — Ö> g i ^ a ei "+- eg -+-

-t- e3 = 0, 6j "> e2 >> e 3 . E Fequazione differenziale (30) po t rà essere
scritta :

(S)= 4(p " e')(p - 6s)(p - 6s)'
da cui segue

(32) p = g(|39 - a),

dove a è una costante, S è il simbolo della funzione di WEIER-

STRASS, e dove con p si è indicato il coefficiente * "^ c *
Ac

Si ottiene, dunque :

(33)
V 2 ï / I 1
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Ricaviamo ora il tempo. Si ha:

t dB Ac' Ac1

r dt-EV(r)~E a

cioè, ponendo 61 =r= pö — %7 risulta:

In definitiya, si ha:

* — h = —
cioè

d(6, H- a)
(34) t-U = 4-sH-

Ea*
.2c8) (e2 — ex){e% — ez) | /1 l} 2 § ( 9 ^ —

dove Ïjföj) è simbolo della funziione 0^a di WEIERSTBASS.

Si puö osservare che, se si prendono in considerazione energie
potenziali della forma, di indubbio interesse:

7 •+" ̂  + - . (ai 5 ̂ 2, »• costanti)
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e, per r conveniente, ci si arresta alla seconda approssimazione

V i r ) ^ ^ , si

integrali ellittici.

— -h - | , si hanno, per la determinazione délia traiettoria,

3. Passiamo ora a studiare il moto relativistico di una parti-
cella puntuale libéra sotto l'azione di un « campo mesonico sca-
lare». Corne è noto, la teoria mesonica « scalare » délie forze del
nucleo atomico si basa sull'assunto che i nucleoni. costituenti del
nucleo atomico stesso, siano tenuti insieme da un campo di po-
tenziale attrattivo a corto raggio d'azione del tipo cosidetto « sca-
lare » (si prescinde dallo spin). L'energia potenziale del campo di
forza in questione è délia forma:

(35)

dove Si è una costante e K = 2-nnicfh, con m massa del « mesone TT »,
o, al solito, è la velocità critica ed h la costante universale di
PLAÎSTCK.

La (35) è una soluzione stazionaria délia equazione differenziale
relativisticamente invariante di KLEIN e GTORDON :

1
(36) A > 4 >* M j K : ^«

Se si opera una impostazione (deterministica, cioè non quan-
tistica) del moto di una particella puntuale in un taie campo di
forza, si trova che, relativisticamente, il moto délia particella in
questione è lo stesso di cui essa sarebbe dotata in meccanica
classica sotto l'azione di un campo di forza dipendente da una
energia potenziale délia forma seguente :

\e~Kr

(37) 2mo*c2

Va tenuto presente che per ognuno dei due segni che puö
avere la costante reale fit, T ultimo termine nella formula sopra-
scritta équivale ad un potenziale di tipo repulsivo. Questa è la
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ragione per cui MARX e SZAJÜOSI (4) hanno pensato taie termine
corne respoasabile del fenomeno di « scattering » nucleone-nucleone.

Nella nostra impostazione, sempre in uno schema non-quan-
tistico, Fequazione differenziale vettoriale indefinita relativistica
del moto di una particella puntuale sotto Tazione di un campo
mesonico scalare sarà :

d \e~Kr] (p-

Sussisteranno, al solito, F integrale primo relativistico del mo-
mento délia quantità di moto

(39) mr26 = m0r
2ô 1 — g 1 = A(= costante),

\ c /

nonchè F integrale primo relativistico delFenergia:

(40) m0 c
2 f 1 — ^l— ) 2 -+- <SL — = JBX ( — costante).

Ne discenderà Fequazione differenziale délia traiettoria:

(41)

(42)

Questa, per separazione di variabili, fornirà:

dr

da cui supporremo, intanto, ricavato (invertendo V integrale) r in
funzione di Ô. Teniamo ora presente che, al solito per eliminazione

(4) Gr. MARX e Gr. SZAMOSI, * Bulletin de 1' Acad. Polonaise des Scien-
ces», 1954.
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délia massa maupertuisiana m fra 1' integrale primo relativistico
del momento délia quantité di moto e l'intégrale primo relativi-
stico dell'energia, si ha:

(43) « = * = A "

r~ Ex-a-

la quale. noto r, fornisce t in funzione di G con una quadratura.
Sviluppando e~~Kr in serie di MAC LAURIST, e tenendo conto del
fatto che e~Kr stesso tende rapidamente a zero (il campo mesonico
è a corto «range»), si puö scrivere, in prima approssimazione:

(44) ô - e o =

col che la determinazione délia traiettoria è ridotta5 in prima ap-
prossimazione, ad una quadratura elementare che è, qualitativa-
mente, dello stesso tipo di quella che interviene nel caso newto-
niano. Il moto è, dunque, in prima approssimazione, del tipo
newtoniano.

In seconda approssimazione, si ha:

(45) 6 - 6 , = ^ ' dr

1 - Kr -+- ! K*t*\

E,-a _m0V — 1

A

= zç: cA

dove si ha:

(E* -4- 2a2K2 ~h 2E1dLK -
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cioè la determinazione della traiettoria è ridotta a quadrature
ellittiche.

4« Veniamo ora a considerare il problema del moto di una
particella puntuale soggetta all'azione di una forza centrale di
modulo

(46) J? = cp(e)(a+-&£)-1.r-2,

dove cp(6) è una funzione nota dell'anomalia 6, ed a e 6 sono
costanti assegnate, t è il tempo ordinario ed r la distanza fra la
particella attratta ed il centro attraente (5).

L'equazione differenziale vettoriale indefinita relativistico ri-
stretta è, nel caso che ora consideriamo :

(47)
dt \ r2(a-*-bt)

Moltiplicando ambo i membri della {47) vettorialmente a sini-
stra per (P — 0), si ottiene al solito, per il moto in questione,
rintegrale primo relativistico del momento della quantità di moto:

(48) mr^ = mor2ô 1 -2 = M (= costante)

NulPaltro puö ricavarsi in generale. E cosï pel caso corrispon-
dente a quello di JACOBI, nel quale ora ei metteremo, considerando
dunque i moti definiti dall'equazione differenziale relativistica:

{A(\\ w I V ï l - t v/l T \ " J -1- ^

(5) II caso in cui sia & = 0 è stato, eome è noto, considerato in meccani-
ca c]assica da JACOBÏ, «Zeit. für reine und angewandte Mathematik», 24,
P, 5, (1827) ; il caso in cui sia cp(9) = costante è stato considerato da
MESTCHERSKY, « Astron ISTachrichten », 159, p. 229, (1902); per il caso più
generale, si consulti : GK ARMELLINI, « Rendic. della E. Accademia dei
Lincei^ ; XXI, 2° sem. (1912).
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Se si opera su questa la trasformazione temporale (in altri
casi da noi sfruttata con successo (6)):

(50) dtz= — dT= 1 dx
m V l 2 / 2

dove, al solito, m0 è la massa a riposo della particella puntuale
in moto, v la sua velocità c, la velocità della luce nel vuoto e T
il tempo proprio, la (49) ai trasformerà corne segue:

d | _ d(P — 0) dx] dx cp(6) P - 0
o

cioè nella:

(51) ^ V " " 1 ' v' ""Tl" ^ > " °
rc r

che équivale, in coordinate polari, al sistema délie due equazioni
differenziali scalari:

Dalla seconda di queste si ricava l'intégrale primo del mo-
mento délia quantità di moto (rispetto al tempo proprio T):

(53) r*j^ = K{= eostante).

La prima délie (52) poi, tenuto conto délia (53), fornisce Tequa-
zione differenziale :

(6) Yedi ad es: A. PIGNEDOLI, Atti del YI Congresso dell'U. M. L,
1959 (e lav, prec iri citati).
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dalla quale non è possibile rieavare r in funzione di 0̂  poichè il
coefficiente Kzmü

2/m dipende dalle derivate di Ô rispetto al tem-
po ordinario t, e queste non appaiono in alcun modo eliminabili.
Il problema considerato appare, sotto tale forma, in generale non
risolubile.

Ma si puö f are una semplice osservazione non priva, forse, di
un certo interesse. Supponiamo di considerare una particella pun-
tuale lanciata a velocità relativistica in un campo di forza tale
che, nel sistema di riferimento solidale con la particella, il campo
di forza centrale nel quale la particella stessa si muove appaia
dipendente anche dalFanomalia 6 secondo la legge <p(6) • (P — 0) •
• r~3. Allora l'equazione differenziale vettoriale indefinita relati-
vistica del moto, essendo m —* m0, t —*• T si riduce per Posserva-
tore in questione alla seguente:

(55) - L ^ z O M W 0 , ^ ) P-O

L'equazione radiale

(56) m

tenuto conto dell'integrale del momento délia quantità di moto

rispetto al tempo proprio x, r8-j- —üf, diventa:

£+=

ed ammette F integrale generale:

(58) - = A cos 6 H- JB sin ô -h G(Ô),

dove A e B sono costanti arbitrarie e dove 6f(6) è una funzione
che si détermina con quadrature, essendo nota la funzione cp(6).
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Oj si ha:

r i
•+- - = — ̂ 4 cos 6 — B sin ô -+- A cos 6 -h B sin 6 -+- (x"(6) = ^(6),

(funzione nota di 6).

Ne discende che G(ô) deve soddisfare all'equazione differenziaîe:

(59)

che fornisce:

(60) G(ô) = ƒ [ ƒ+(6)del de -4- Cle

cioè, assumendo ^ = 1 e c2 = 0, si ha, in definitira:

1 _ . fï f 1
r J [J I

Ne consegue Tequazione polare della traiettoria:

(62) 1 = jlrcosÔ-+-jBrsinö+ r / / 0>(0)dö de -+• 6 .
1J [J ' \ I

Bicordando ora che è:

*=i
si ha:

1 d6

A cos 9 -+- B sin 6 f [m &
cioè, con una quadratura, il tempo delF« orologio» solidale col
mobile in funzione di 6:

_ d Ô
l / r r Y r i 12*(63) T — T0 = g J U cos p H- JB sin 6 -f- ƒ [ f +(e)de| de •+- 6


