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Piani finiti ciclici
come risoluzioni di un certo problema di minime.

Nota di Francesco KArresz1 (a Budapest) (¥)

Santo. - In questo articolo Vautore mostra un nuovo legame fra la geome-
tria di wn piano finito e la teoria dei grafi.

INTRODUZIONE

Un certo insieme di punii (o vertici) e spigoli (od archi)
forma un grafo. Ogni spigolo del grafo congiunge due punti di-
stinti del grafo; questi punti sono gli estremi dello spigolo. Si pud
econgiungere due punti distinti del grafo con un wumnico spigolo.
I1 numero dei punti di un grafo si chiama ordine del grafo.

Siano i vertici P,, P,, .., P, e gli archi P P,, PP, .., PP,
punti e spigoli appartenenti al grafo U, allora il circuito P P,... P,
si ‘chiama I-circuito di I'; I si chiama la lunghezza del circuito.
Consideriamo tutti i circuiti di T e le lunghezze dei circuiti; sia
! la minima lunghezza, allora il valore ! verri chiamato classe

?

Pig. 1

*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U.M.I, il 20 dicembre 1960.
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di I'. Se un grato T di ordine #» contiene un n-circuito, allora
questo circuito si chiama circuito Hamiltoniano, ¢ si dice che T, &
un grafo di Hawmilton.

Se ogni punto & comun estremo esattamente di k spigoli, allora
[ verra chiamato un grafo regolare di grado k.

Se tutti i punti di I" si distribuiscono in 7 classi in tal modo
che gli estremi di un spigolo arbitrario devono appartenere a
- due classi distinte (cioé & vietato congiungere due punti della
medesima classe), allora I' verra chiamato un r-grafo.

Il grafo di PrreERsSEN (fig. 1), & un grafo ben conosciuto.

Al Colloquio Ungherese di Grafo-Teoria nell’autunno 1959
Yautore — partendo da una nunova definizione del grafo di P=-
TERSEN — proponeva un problema di minimo-combinatorio.

Come si pud dimostrare facilmente: ¢! grafo di Petersem & U u-
nico grafo-regolare di terzo grado di quinta classe che ha d’ ordine
MINTMO.

Siano dati i numeri naturali k ed 1 (k, 1=>3) come grado e
classe di un grafo regolare, e sia F(k, 1) = n 4l minimo ordine del
grafo che realizza le dette condizioni. Tal grafo minimo verra
denotato con I'(n; k, 1); in tal modo T'(L0; 3, 5) denota il grafo di
PETERSEN.

ProBLEMA. - Se k ed 1 sono numeri dati, si vuol determinare
il numero minimo n e si vuol costruire una strutiura U(n; k, 1).

Al Colloquio ricordato, V. T. TUrTE aveva risolto subito il proble-
ma nel caso se k=3, 1 = 6 poi H. SacHs ha trovato la soluziene nel
caso se k=38. 1 =T.

L’autore ha trovato i risultati e le costruzioni relative:

caso: I 1I III | IV v VI
k: _ 3 3 3 3 - 3 3
l= 3 4 5 6 7 8
n= | 4 | 6 | 10| 1|2 | %

Le figure 2-4 rappresentano i casi IV-VI

L’autore finalmente ha trovato un risultato di cavattere piu
generale: Se k=1+p*» ed 1=6 (dove p* & una potenza di un
numero primo), allora n — 2(1 + pe + p2%); ed il grafo I'n; k, 1)
relativo st pud realizzare con un 2-grafo di Hawmilton.
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La costruzione di I'(n; k, 6) segue dalla matrice di incidenza
del piano proiettivo sopra un campo di Ganois d’ordine p=.

La costruzione di un I'n; k, I) nel caso in cui siano /=6
8 k=1-+p> (ove p & un numero primo).

1. Inocominciamo con un

LeMma. - Se p & primo ed « & un nwmero naturale e k, 1) =
= (1 + pa, 6), allora n=> 21 + p* + p27).

La fig. 5. rappresenta una parte del I'(n; 5, 6). Consideriamo
lo spigolo arbitrario del I'(#; 1+ pz, 6), il quale verra denotato
con (1, 2) — ove gli estremi dello spigolo sono denotati coi 1 e 2 —.
Da ogni estremo escono nuovi spigoli di numero p=. Da ogni nuovo
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estremo cosl ricevuto escono nuovi spigoli con estremi nuovissimi.
Quest’ultimi estremi si dividono in due classi (la classe dei punti
bianchi e la classe dai punti neri della fig. 5). B chiaro che in
ogni classe ci sono gli estremi di numero p?2. Prima di uscire da
questi ultimi punti non si pud ritornare ad un estremo precedente,
perche il grafo ' non contiene I-circuito se I < 6. Dunque il
numero dei punti di questa parte del grafo & 2(1-+pz+p2?%), ne

segue 1’asserto del lemma.

S

7

Fig. 5

2. Un siffatto grafo — che non contiene circuito — verrad de-
notato con H(p#), o per la brevith con H. Gli estremi di H sono
i punti bianchi ed i punti neri, ambedue le classi contengono
p2* estremi distinti. In ogni altro punto di H s’incontrano 1 + p=
spigoli distinti.

Ora il problema & di dimostrare che si pud congiungere con-
venientemente certe coppie di punti di colori distinti per modo-
che dal grafo H(p?) sia derivato il grafo I'(n; 1 + p=, 6).

Prima di tutto, per esprimere la struttura di un 2-grafo arbi-
trario, costruiamo una matrice nel modo seguente. Siano i punti
di due classi del 2-grafo; punti bianchi e punti neri.

Le righe e le colcnne della matrice corrispondono biunivoca-
mente ai punti bianchi ed ai punti neri. Gli elementi della ma-
trice a;, =1 od a;, =0 secondoche lo spigolo P;Q, esiste o mno
(dove P; denota un punto bianco e @, denota un punto nero).
Questa matrice si chiama matrice di 2-grafo. [1]

Ora consideriamo una matrice d’incidenza di un piano proiet-
tivo sopra un campo di Garnols d’ordine p* Questa matrice d’in-
cidenza si pud produrre come una matrice circolante [2, 3]. Indi-
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chiamola con S(p#), o per la brevita con S. Per p=3, e« =1 &
la matrice circolante d’incidenza:

D O H O H OO R RO OO
R = - S S R S )
L= T R — T — T~ S Y S — B — R — S
= O OO ., 00 o O Q
R - = T o S - T — S B — B~ R
=T =T S R R - R I R
S O R Rk O 00 C O O R O -
R~ = = = T — R T = S )
R = S - B o S e B = B e B e B 2 ol == Y =)

I
n

= O OO0 O QO O RO KO O
S O OO OO OO O =
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(= = e R e R T — 2 o R - B R R o= T )

-~
fnd

Nel caso generico & ben noto che la matrice S{p*) ha le pro
prietd: @) il numero delle righe o lo stesso delle colonne & 1+
+ p* + p2*; b) gli elementi che sono eguali ad 1 in ogni riga ed in
ogni colonna sono in numero di 1+ p*; ¢) non contiene mnessun

minore del tipo
(1 1
1 1)

Ne segue che si pud considerare la S(p* come matrice di un
2-grafo d’ordine 2(1 + p» + p2%) che & regolare di grado 1+ pe e
non contiene /-circuito se I < 6. (Hssendo il grafo in parola 2-grafo,
conseguentemente, se contiene un Il-circuito, il numero ! dev’essere-
pari).

Quindi & chiaro che aggiungendo al grato H(p=) soltanto nuovi
spigoli si pud produrre il grafo I'(n; 1 + p=, 6).

3. Per costruire un I'(n; k, I) se k=14 pe ed 1=6 ciod se
n =2(1 4 p* + p?%) consideriamo un ennagono regolare =, deno-
tando i suoi vertici coi nmumeri 1, 1, 2, 2/, ..., u, »' e siano i punti
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1, 2, ..., » bianchi ed i punti 1, 2, ..., »’ neri. (Se p2 =3 ved.
la fig. 6).

Faceciamo ora una corrispondenza biunivoca fra X ed S(pe).

I1 punto r od il panto ' corrisponde alla r-esima riga od alla
r’-esima colonna; la linea »s’ & esistente od inesistente secondoché
a,, =1 od a,,=0 nella matrice S(p#)- In tal modo da X deriva
un modello disegnato per rappresentare il grafo I'(2(1 + p=* + p22);
1 + p=, 6). Essendo S(p*) una matrice circolante conseguentemente

questa figura & girevole attorno il centro di I; Vampiezza della
rotazione & eguale a 2n/n. Dalla costruzione di questa figura
e chiaro che il grafo ottenuto & un Hawmiltoniano.

OSSERVAZIONI

1. Si presenta la questione seguente. Sia dato un convesso em-
magono regolare il quale sia iscritto nel cerchio C. Designando i
vertici coi numeri 1, 2, ..., m prendiamo qualche corda che con-
gionge due di questi vertici, nel modo che sia il grafo derivato
dallemmagono un grafo regolare di grado k. Consideriamo tutti i
circuiti del grafo e sia ! il numero minimo per cui il grafo ha.
lI-circuiti. Se k ed ! sono numeri dati, quale sard il minimo
valore di m?

Per esempio: se (k, I) = (3, 5) allora min. m — 12.

II. - Consideriamo I’emmagono convesso regolare, =, che &
circoscritto mel cerchio C, se ¢(> 1) & dato un numero intero ed
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m =1 + g + q*. Togliendo dai vertici di = certi punti. in numero
di 1 + ¢ & possibile che tutte le distanze fra questi ultimi punti
sono distinte. Quali sono i numeri coi quali si pud soddisfare
questa esigenza?

Sia ¢ =5 e adatto per soddisfare l’esigenza sopraddetta. Siano
P, Pjys ooy Py 4y 1 vertici in parola e sia TI il poligono convesso
definito da questi vertici. Si pud dimostrare facilmente che il
centro di C & situato nell’interno di IL
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