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Sulle coniche osculatrici ed ellissi di ipercurvatura
ad una data eurva piana

Nota di LerreRIO ToscanNo (a Messina) (*)

Suuto. - Si assegnano nuovi risultati sulle coniche osculatrici ed ellissi
di ipercurvatura ad una data curva piana priva di flessi.

Summary. - New results concerning osculating conic-sections and ellipses
of hypercurvature to a not inflexional plane curve are oblained.

A seguito di una memoria di T. Levi Civira e G. FUBINI sulle
curve analoghe al cerchio osculatore quando si passa da tre a
quattro punti infinitamente vicini (1929-30), A. CorLocci, passando
da quattro a cinque punti infinitamente vicini, si & occupato con
ampiezza delle coniche osculatrici ad una data curva piana priva
di flessi (1932), studiando punti e rette notevoli, luoghi e inviluppi,
legati alla stessa comica osculatrice.

Egli dichiara mnell’introduzione che il suo argomento trovasi
incidentalmente trattato anche mnelle classiche Lezioni di Geome-
© dria intrinseca di B. CmsAro (1896). Ma gia nel 1894 G. PIRONDINI
lo aveva studiato in un periodico portoghese, con lo stesso me-
todo, con lo studio delle stesse configurazioni geometriche legate
alla conica osculatrice. Tuttavia non mancano argomenti trattati
solo dall’uno o dall’altro Autore.

Recentemente A. TrErrACINI (1959) ha studiato, fra Valtro, le
ellissi aventi con una data curva piana priva di flessi un con-
tatto di terzo ordine ed eccentricith minima. E le chiama ellissi
di ipercurvatura. Dicendo pure centro e raggio di ipercurvatura
il centro dell’ellisse e la distanza di questo dal punto di contatto
con la curva data.

In questa nota riprendo dapprima le ellissi di ipercurvatura
per studiarle con la stessa rappresentazione di Prronpini-CoLuccr,
diversa da quella di A. TERRACINI. Stabilisco nuovi risultati per
esse e mnello stesso tempo per le coniche osculatrici.

Considero poi in particolare le ellissi di ipercurvatura ad una
conica .e aggiungo altri risultati a quelli assegnati da A. TERRACINT.

Nel corso della trattazione i lavori di G. PironDINI, A. CoLUccr,
A. TERRACINI, vengono brevemente citati con [P], [C], [T].

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. il 16 dicembre 1960.
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1. Sia (y) una curva piana priva di punti di flesso. Ad un suo
punto P, individuato dall’arco s contato a partire da una origine
arbitraria su (y), associamo una coppia di assi x e y secondo la
tangente e la normale alla curva in P.

Prendiamo per direzione positiva dell’asse x quella della curva
secondo la quale il raggio di curvatura cresce, e per direzione
positiva dell’asse y quella che va da P al centro di curvatura.

Denotiamo con s e B l’arco e il raggio di curvatura.

La curva sia definita parametricamente dalle

x=uwx(s), y=yls)

E supponiamo x(s), y(s). B(s}) > 0, continue e derivabili.
Denotando con apici le derivate rispetto a s si ha

x?+ gyt =1.

E successivamente

xx’ +yy' =0, ay —ya'= %,
da cui
Rx'=—y, Ry ==.
Inoltre

z'x" + Yy = — yon
Y — yu' = — E

R?
x4yt = %,

1

i [Ipwils

x'Y Y'x _F-

Seguendo [P — (], al punto P di (y) possiamo associare, oltre
al cerchio osculatore (I.) di centro I, la conica osculatrice (M) di
centro M (se a centro), cioé la conica avente in P con la curva
(Y) un contatto di quarto ordine.
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Tale conica osculatrice risulta di equazione
9x* + (2R”* — 3RR" + 9y* — 6R'xy — 18Ry = 0,
ed & ellisse o iperbole secondoche

R* —3RR"+920.
Sia dapprima
R* —3RR" + 9 =0.

Si ha la parabola osculatrice

9x* + R'*y* — 6R'xy — 18Ry = 0,

9RR’

3 — By + pag

=0,
direttrice
, 3
R'x + 3y + 5 R=0,

fuoco F di coordinate

SRR’ IR
T AR +9)’ 2(R"* + 9)’
parametro
27R
(R* + 9)8/2”
Sia ora

R® — 3RR” + 940.

Si ha la conica a centro di equazione soprasegnata, di cui
riportiamo le coordinate del centro

3RR’ 9R
R* —3RR" + 9’ R* —3RR"+ 9’

e Parea (nel caso di ellisse)

27n R?
(R* — 8RR + 9p’
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2. Ferme restando le notazioni del paragrafo precedente, con
lo stesso procedimento seguito da PiroNDINI e CoLuccr per stabi-
lire la conica osculatrice a (y) in P, si pud stabilire Dellisse di
ipercurvatura (V) nello stesso punto P di (y).

Questa ellisse risulta di equazione

92 + 2R? + 9)y* — 6R'xy — 18Ry = 0.
Il suo centro N ha le coordinate

3RR’ 9R
R*+9’° R*+9

<€ la sua area & data da

27 R2
(R'* 4 9pr2”

Cid premesso presentiamo i seguenti risultati:

Confrontando le coordinate di N e F si trova subito [T'] che
dal centro della ellisse di ipercurvatura si passa al fuoco della
parabola osculitrice con una simmetria rispetto alla normale in

P a (y) e una successiva omotetia di centro P e rapporto %
Associando all’area di (V) il parametro della parabola oscula-
trice si deduce che in ogni punto della curva data (y) Dellisse di
ipercurvatura & equivalente all’ellisse avente per semiassi il rag-
gio del cerchio osculatore e il paramefro della parabola osculatrice.
Nei punti di (y) in cui R'=0, la (V) si riduce al cerchio oscu-
latore. Cosi nella calenaria

R=a+—
a

Tellisse di ipercurvatura nel vertice si riduce al cerchio osculatore,
<he viene ad avere un contatto di terzo ordine con la curva osculata.
Mentre VPellisse osculatrice ha un contatto di quinto ordine,
per cui il vertice risulta punto sestatico.
Nei punti di (y) in cui B” = 0 Vellisse di ipercurvatura e quella
osculatrice coincidono. Cosl nella spirale logaritmica

R —=ks
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tali ellissi coincidono per ogni punto della curva.

Le curve per le quali il segmento di normale compreso fra
il punto P e ) ulteriore intersezione con la relativa ellisse di
ipercurvatura e costante ed nguale a I, sono le cicloidali di equazione

(s+c)® 1
A

9
R= 1 l (c costante).

L’ulteriore punto @ comune alla ellisse di ipercurvatura e al

cerchio osculatore in P ha le coordinate

6RR’ 18R
R*+ 9’ R?*4+ 9

«da cui segue che il centro N dell’ellisse di ipercurvatura ¢ punto
medio del segmento P@. Cio¢ il triangolo PLN & rettangolo in
N[T].

Inoltre il raggio di ipercurvatura PN di (N) in P & dato da

Le curve con raggio di ipercurvatura costante ed uguale a [
wsono di equazione
3(s +¢)

R=1lcosh —7 (¢ costante)

[Cfr. T per altra rappresentazione parametrica).

Tali curve hanno pure costante il semidiametro passante per
P della conica osculatrice, che & una iperbole. I centri M ed N
«lella iperbole osculatrice e della ellisse di ipercurvatura, chiara-
mente allineati con P, stanno da parte opposta rispetto ad esso
:secondo la relazione

PN =2PM.
B stato provato da GrAVE che 'area dell’ellisse osculatrice ad
una curva data non pud restare costante al variare del punto di

osculazione, escluso il caso evidente che la curva sia una ellisse.

33
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Mentre qui troviamo che le curve le cui ellissi di ipercurvatura.
hanno area costante al variare del punto di osculazione sono:
iperboli equilatere.

Infatti, posto

MR 1
(B = 0l — qala’

si ha l'equazione differenziale
R® —9cR43 +9=20

che integrata porta all’equazione intrinseca dell’iperbole equilatera.

3. Con riferimento ad una coppia di assi ortogonali fissi X e
Y il luogo dei centri M delle coniche osculatrici alla curva (y) &
dato dalle

SRR’z — 3y)

X=2+ pr SRR+ 9

3R(Ry + 3
Y=Y*pr SRR + 9’
Covruccr ha provato che tale luogo coincide con la curva inviluppe
del diametro PM della conica osculatrice coniugato alla direzione:
della tangente in P a (y).

E detto ds, il differenziale dell’arco di curva luogo, e posto

3R
R? —3RR" + 9’

) —

ha stabilito la formula notevole

dsO 2~ ” ( ’ R’ *
(‘d?) =E*+ 9w +3R“’> :

Qui completiamo la ricerca assegnando l’altra notevole formuls.
sul raggio di curvatura R, nei punti della curva luogo:

R —T(R'2+9)3/2 w'—f—gm
* 3 : 3R /)
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Scriviamo le equazioni del luogo mnella forma

X=a+ o (Rz — 3y
Y=y + o(Ry + 3x))

e applichiamo la formula

(% ?
ds)

B=ixaey avex

Eseguendo per il denominatore della precedente calcoli ordi-
nari, esprimendo le espressioni =+ 2, 2" + y'y", 'y’ — y'x",
xlxlll + ylylll, xlylll _ ylxlll’ x/f? + yllg, xllylll . ylfxlll come nell,intr‘)-
duzione, applicando le sostituzioni

__E’*+9 1

- )

F="3r ~u

R,,,__m' R'1 RR’' o 2R R(R®+9
“w2 T Rw 3R o 3Re  9R*

8i ottiene

— o =—= v +3—E0)

dX &Y dY &X 3( R
ds ds?  ds ds? o )

Da cui, risalendo, si perviene alla gid segnata formula per R,.
L’eliminazione, poi, di s tra le espressioni di s, e R, porta

all’equazione
Ry = Ry(s,)

della curva luogo.
Cosl per la spirale logaritmica R — Ks si ha

[ II____ __3‘Ks ’ 3K
E=K RB'=0 o=gxrg =gy

4Ks 4K?2s
SEEe e opn P Fo=Keo
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E si trova che il luogo dei centri delle ellissi osculatrici ad
una spirale logaritmica & una muova spirale logaritmica uguale
alla prima e avente lo stesso polo [Cfr. P per altra trattazione].

4. I1 luogo dei centri IV delle ellissi di ipercurvatura & defi-
nito dalle

3R(R'x’ — 3y)
A=+ =gy
3R(R'y" + 3x')
Y=y+—pgizg
e anche per questa curva luogo si possono calcolare ’arco s; e il
raggio di curvatura B, in funzione dell’arco s della curva data.
Ci limitiamo ad assegnare la sola prima formula

dsi2 ’ ’ Rl //2 [ ’ R’ 2
(@) =[# o+ gpo) + o 0 gge)

che si ottiene con procedimenti ordinari e qualche artificio di
calcolo.

5. Nel caso in cui la curva data (y) & una conica, la curva
luogo dei suoi centri di ipercurvatura & stata trovata da A. TEr-
RACINI.

Qui aggiungiamo qualche altro risultato.

L’ellisse data (y) sia riferita ai suoi assi e sia di equazione

xt e
54-55: 1.

La relativa ellisse di ipercurvatura mel suo punto P(x,, ¥,)
risulta di equazione

1 %42\ 1 Y2 2y
$<X+Ha—‘;)w2+p<%+ub—‘;)y?+2ua§b3xy—

_2p%x—2px%y+p——7\:0
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con

A=a?+ b2 — a2 —y,’, w = 2x,2 + 29,2 — a? — b

Ha per centro il punto N di coordinate

(2 a? + b2 9 oc2_+_b2 )
—xos""yog)wo’ ( —xoz‘*‘yoz Yoi

i semiassi

(B b e

3/4 )
To? + Y,* ) [(m02 + YA -+ b — @ — Y P

a? — b2 12
ES “Tab xoyn] s

P’area

a? + b2 — wn'z — yOE')a/Z
2 .
x4+ Yo®

mab (

Al noto raggio di curvatura

(a2 4+ b2 — w()? J— yo2)3/2

R = ab

si pud associare quello di ipercurvatura

a® + b — 22—y
2 b
(@0y® + yo?)H/2

PN =

e larea dell’ellisse di ipercurvatura risulta data dalle espressioni

ab*R

T (2? + y02)3/2

PNsj2

rab 120" + Yo2)o/t

6. Se la curva data (y) & la parabola 42 — 2px, V’ellisse di iper-
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curvatura nel suo punto P(x,, ¥,) ha I’equazione
P2* + (p* - 29o2)y* — 2py®y — P(2P* + Yo ) — Yo'y + P,* = 0.
Ha per centro il punto di coordinate
3x, + p, Yo 5

i semiassi

(p2 + yo”)_/_*[(

P ¥+ Yo2)H?2 2y, |2

Varea

LB gyl
b

Al noto raggio di curvatura

2 2 3/
R + (» _'%0)12

si pud associare quello di ipercurvatura

p? 2
PN::p+2x°:p * Y ;

o

e per Parea dell’ellisse di ipercurvatura valgono le altre due
espressioni

mpR,  =(p - PN?2,

la prima delle quali vale piu in generale (n. 2).

7. Sia infine Viperbole equilatera xy = K la curva data (y).
Ir/ellisse di ipercurvatura in un suo punto P(x,, y,) ha Pequazione

K222 + xy'y? — 4K 2 — 4Ka By + 6K2x,> = 0.

R 2K = K . '
E di centro (2x°, x—) semiassi x, V2, P V2; area costante
0 0
2n K.
Il centro di ipercurvatura relativo al punto P & simmetrico del
centro dell’iperbole rispefto a P.
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T suoi quattro fuochi sono di coordinate

1 —_— 2K
- 2 e 4 2 _—
2ot VAR,

1 J—
2z, - [2K + VEK® —a,");
0
1, e 2K
E; [29702 —_ V2(960‘ - 1{2)], x— 3

0

1 e
2z, [2K — VAK® — &)

Da cui: se x,2 > K i fuochi reali sono il primo e il terzo e
stanno su una parallela all’asse x; se x> < K sono reali il secondo
il quarto e stanno su parallela all’asse y.

In ogni caso gli assi delle ellissi di ipercurvatura sono paralleli
agli asintoti dell’iperbole equilatera data.

Per x> K la curva luogo dei fuochi & di equazione

2xy — 4K + y' = 16K2.
B una quartica compresa nel primo e terzo quadrante, simme-
trica rispetto all’origine, com un tacnodo mnel punto all’infinito

dell’asse x che risulta tangente doppia.
Nel primo quadrante & compresa tra le sue tangenti y =0,

— . __ — PO
y=2 VK mel punto (2VK, 2VEK), y= V2x nel punto (V2K:.
L

V8K?); nel terzo quadrante tra le sue tangenti y—O 1 _——2 VK

nel punto ( 2\/K —2\/K Y= \/290 nel punto ( \/ng —\/SK“’
Per x* << K la curva luogo dei fuochi & di equazione

2y — 4K)* + x* = 16K?2,

deducibile dalla precedente con lo scambio di = e y.
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