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Osservazioui sui campi vettoriali vorticosi.

Nota di EkiSA GKANDORI GTUAGENTI (a Milano)

Snnto. - È noto chey in un campo vettoriale V, la circolazione 3 di V è
stazionaria lungo Ie linee vorticose. In questa nota si fa qualche
ulteriore osservazione.

Nel caso che V sia un campo piano, 3 è stazionaria anche lungo Ie
linee ove il rotore di V si annulla. Anzi, su queste linee, generalmente^
3 è estrema.

Nel caso spatiale ci sono délie linee sulle quali 3 è stazionaria in.
un senso ristretto che verra precisato.

Si mettono in rilievo proprietà relative a casi particolari.

Sumniary. - It is well known that, in a vectorial field V, the circulation cT
o f V is stationary along the vortex Unes. Some further observations
are made in this paper.

In the case in which V is a plane field, 3 is stationary also along
the Unes on which is rot V = 0. On these Unes, moreover, 3 is generally
extreme.

In the spatial case there are Unes on which S is stationary tn a
restricted sensé* which will be specified.

Some properties regarding part cular cases are illustrated.

Sia V un campo di vettori, indipendente dal tempo; con rife-
rimento ad una terna cartesiana ortogonale, siano

(1) Vx = VJar, y, s), Vv = Vy(x, y, 0), Y, = V9{x, y, z)

le componenti di V. Sia inoltre

R = rot V

e siano

Bx — RJx, y, s), Ry = Ry{x, y, z\ Rz = Rz{x, y, z)

le sue componenti.
Si consideri la circolazione 3 di V lungo un arco l di linea

(2)
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e la sua variazione in finit e sim a S3 relativa al passaggio dall'arco
l ad un qualunque arco di linea infinitamente vicino ad l e
ayente gli stessi estremi di l. Tale variazione si puö esprimere,
come dimoströ T. ZETTLI (*), mediante la formula

(3) hd = - [R /\dPx SP.

Lo ZETJLI si servi della (3) per dimostrare che sulle linee vorti-
cose di equazione

U è stazionaria.
Si pao fare qualche osservazione in merito alla (3), mettendo

in luce che altre linee godono della stessa proprietà o di una
proprietà analoga, ma più ristretta.

Campi piani

1. Sia V un campo vettoriale piano; sia x, y il piano direttore
riferito ad una coppia di assi cartesiani ortogonali; siano

Ie componenti di V. La sola componente di R non identicamente
nulla sarà

Bz = 22,(05, y).

Pur essendo V rotazionale, esiste tuttavia una superficie sulla
quale è R = 0. Essa è il cüindro di equazione

(4) B9(xt y) = 0.

Hiferendoci ovviamente al caso in cui tal superficie sia reale,
vogliamo mettere in evidenza una proprietà riguardante tutte Ie
linee che giacciono sulla superficie (4).

Chiamiamo X tutte Ie linee sulle quali R si annulla, e quindi
tutte Ie linee della superficie (4). Consideriamo la variazione Z3

(') T. ZEULT, SU di una notevole proprietà del rotore di un campo vet'
toriale. «Eend. Sem. Mat. Torino», v. 8, 1947-1949, p. 223-225.
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qualora l sia un arco di X ; dalla (3) si ha che

Pertanto la circolazione è stazionaria lungo ogni tratto di X. Per
le linee X vale dunque lia stessa proprietà che lo ZETTLI ha già
messo in luce per le linee vorticose (che in questo caso sono tutte
le rette parallèle all'asse &).

Inoltre sulla superficie (4) Sf è addirittara indipendente dal
cammino percorso, perché tutte le linee délia superficie sono
linee X, e quindi su di essa è costantemente o£ = 0; questa pro-
prietà, del resto, dériva (grazie al teorema di STOKES) dal fatto
che sulla (4) è R — 0.

2. Si eseguisca ora la variazione SU in modo particolare a
partire da un arco l generico. Precisamente si consideri il cilin-
dro contenente l e parallelo ad ƒ?, cioè all'asse z. Si valuti la
variazione di GJ relativa al passaggio dall' arco l ad un arco infini-
tamente vicino ad l, avente gli stessi estremi di Z, contenuto
anch'esso nel cilindro suddetto. Dalla (3) si ha (per la complana-
rità di ƒ?, dP, SP)

83 — 0

qualunque sia la linea l. Si ritrova cosi la ben nota proprietà
per cui sui tubi vorticosi (in questo caso sui cilindri paralleli
alPasse z) (2) la circolazione dipende solo dagli estremi del cam-
mino percorso ; in particolare essa è nulla lungo un cammino
chiuso (a).

Eiassumendo si puö dire che in un campo vettoriale piano
tutti i cilindri paralleli ad R sono superficie conservative, nel
senso che su di esse la circolazione è indipendente dal cammino
percorso; quel particolare cilindro su cui è /? = 0 è inoltre taie
che, su tutte le linee in esso contenute, # è stazionaria.

(2) Si noti che la superficie (4), pur essendo un cilindro parallelo
alFasse 0, non si puö chiamare un tubo vorticoso perche su di esssa è
R rz= 0. Tut tav ia anche per essa vale la stessa proprietà, corne si è visto
ne l para graf o précédente .

(3) Qui e nel seguito si considerano caramini riducibili l ' uno alFaltro
per spostamenti continui.
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3. - In merito all' integrale (2) si puö constatare che esso è,
sulle linee \ estremo e non solo stazionario, nel caso che Rz

cambi segno attraverso al cilindro che contiene Ie linee X.
Si consideri dapprima la superficie di equazione

(5) z^Rz{x, y):

essa taglia il piano x, y secondo la linea X ditale piano; nell'ipotesi
suddetta tale linea sépara una regione ove è Rz> 0 da una regione
ove è Rz <z 0. Sia l, nel piano x, y, un tratto di X compreso fra
Pi e Pz; V un arco di linea, nel piano x, y, compreso fra Px e P2 ,
tutto situato nella regione in cui è E 3 > 0 ; V' un arco di linea,
nel piano x) y, compreso anch'esso fra P1 e Pt9 tutto situato nella
regione in cui è R2 < 0.

Indichiamo con 5, 3', cf" Ie circolazioni, da PY verso P2 , rela-
tive a l, l\ l"\ è noto, per il teorema di STOKES, che, se y è una
linea chiusa del piano x, y e o- Parea da essa racchiusa, è

dove y va percorsa in modo da lasciare <J alla sinistra. Quindi la
circolazione di V eguaglia la cubatura di una callotta délia super-
ficie (5). Pertanto si ha, a seconda dei

3 —Sf'>0 e 3" —

oppure

3' —S> 0 e S — 2

e quindi

3 > r e 3 >

oppure

Si noti che ef è maggiore (o minore) anche délia circolazione
lungo archi di linee, sempre nel piano x, y e compresi fra Px e P2 ,
che mtersechino ? (basta ripetere lo stesso ragionamento per ogni
tratto di linea non intersecato).

Con ciö si puö concludere soltanto che 3 è massima (o minima)
sulla linea 1 del piano direttore rispetto alle altre linee contenute
nello stesso piano.

11
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Consideriamo ora un arco qualunque di linea s* compreso,
come l, f ra P, e Pg, ma non contenuto nel piano direttore; sia s
la proiezione ortogonale di s* sul piano direttore. La circolazione-
su s coïncide con la circolazione su s*. Perfcanto § è maggiore
(o minore) anche della circolazione su s*. Inoltre quanto detto per
la linea X del piano direttore Taie ovviamente anche per le linee
X dei piani ad esso paralleli.

Finora è dunque dimostrato che 3 è massima (o minima) sulle
linee A dei piani perpendicolari ad R.

Si consideri ora un qualunque arco di linea, compreso fra
P e Q; sia Q' la proiezione ortogonale di Q sul piano passante
per P e parallelo al piano direttore. La circolazione relativa al
cammino chiuso formato dalFarco PQ', dal tratto rettilineo Q'Q
(parallelo ad R) e dall'arco QP è nulla; ma è nulla anche la cir-
colazione relativa a Q'Q (che è perpendicolare a V)- Pertanto le
circolazioni relative ad un qualunque arco PQ e alla sua proie-
zione coincidono. Si consideri allora la circolazione relativa ad
un arco X qualunque, compreso fra P e Q e la si confronti con le
circolazioni relative a tutti gli altri archi PQ. Tutte queste circo-
lazioni coincidono con quelle relative aile proiezioni degli archi
stessi. Perciö la circolazione relativa all'arco X PQ, come quella
relativa all'arco X PQ', è massima (o minima).

È dunque infine dimostrato che in un campo vettoriale pianor

nelPipotesi indicata in principio a questo paragrafo (e che gene-
ralmente si verifica), tutte le linee X sono tali che su di esse la
circolazione è massima (o minima).

OSSERVAZIOÎTE. - In generale, essendo V rotazionale, la circo-
lazione lungo una linea chiusa y* è diversa da zero, a meno che y*-
appartenga alla superficie di un tubo vorticoso (senza che lo
abbra ci). Nel caso considerato in questo paragrafo, in cui il campo
è piano e B2 cambia segno attraverso al cilindro di rotore nullo,
la circolazione lungo una linea chiusa y* puö essere nulla, pur-
chè y* intersechi il cilindro suddetto.

La circolazione su y* coincide con la circolazione su y5 proie-
zione di y* sul piano x% y; y interseca la linea X di taie piano-
Sia a Y area racchiusa da y ; <J1 e CTX siano le porzioni di y che giac-
ciono da parti opposte rispetto a X. Perché sia

ƒ VxdP =
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e di conseguenza

T*

occorre e basta (grazie al teorema di STOKES) che Ie cubature della
superficie (5) relative a ax e a CJ2 coincidano in valore assoluto.

Campi spaziali

1. Sia sempre V il vettore del campo. Siano Ie (1) le sue oom-
ponenti. Nel caso spaziale generico non esistono linee X (cioè linee
sul Ie quali sia R •=. 0). L' annullarsi di ƒ? è verificato solo nel
punto (o nei punti) Ie cui coordinate soddisfano al seguente sistema

(6) Rx(x, y, z) = 0 Ey(x, y, z) = 0 Bs(x, y, z) = 0.

Esistono tuttavia delle linee, che diremo X', sulle quali R ha
una direzione costante. Si consideri ad esempio quella su cui R
ha la direzione dell' asse z. Tale linea ha Ie seguenti equazioni

(7) Rm(x, y, &) = 0 Ry(x, y, z) =: 0.

Per essa Tale una propriété analoga a quella già trovata per Ie
linee X, un po' meno generale. Precisamente si consideri il cilin-
dro parallelo ad R contenente X'; si indichi ancora con l un arco
di X'. Yalutiamo la rariazione infinitesima Sof, sempre data dalla
(3), che 3 subisce nel passare dall' arco l ad un arco infinitamente
vicino ad l, avente gli stessi estremi di Z, anch' esso contenuto
nel cilindro suddetto. Si ha (per la complanarità di Ry dP, 8P)
che

Quindi sulla linea (7) 3 è stazionaria, purchè la variazione sia
eseguita nel modo indicato.

Come la (7) è linea X', cosi lo sono anche tutte quelle linee
lungo Ie quali R ha direzione costante, di coseni direttori cos a,
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cos p, cosy; esse sono Ie linee di equazioni

7? 7? T>

(8) cos oc cos p cos Y

e sono oo2; nelle linee (8) è ovviamente compresa anche la linea
(7).

Pertanto si puö dire che nel caso spaziale non ei sono linee*
oltre a quelle vorfcicose, lungo Ie quali la circolazione di V è
stazionaria in senso proprio ; ei sono tuttavia delle linee X' lungo
ogni tratto delle quali cï è stazionaria nel senso ristretto sopra
precisato. Esse sono oo* linee (8), e passano per i punti in cui è
R = 0, punti Ie cui coordinafce sono date dalle (6).

2, Consideriamo il caso particolare in cui Ie (8) siano identi-
camente soddisfatfce, cioè il caso in cui dappertutto R abbia dire-
zione costante, e diciamo h il versore di coseni direttori cos oc,
cos p, cos y. Il caso è allora del tutto analogo a quello piano. Esiste
una superficie (non è detto che sia un cilindro in questo caso)
sulla quale è R ~ 0. Essa è analoga alla (4) del caso piano ed ha
per equazione

(9) R x h = 0.

Pertanto, come nel caso piano, si puö dire che tutte Ie linee della
(9) sono linee X e su di esse $ è stazionaria in senso proprio.
Inoltre la (9) e tutti i cilindri paralleli ad R sono superficie con-
servative nel senso che su di essi eJ è indipendente dal cammino
percorso.

3. Si consideri il caso in cui il rotore sia sempre parallelo ad
un piano fisso ; diciamo x, y taie piano. In tal caso è identica-
mente soddisfatta la condizione

(10) B,(x, y, s) = 0.

Allora la linea (7) viene ad essere taie che su di essa è R = 0, e
cioè viene ad essere una linea X per cui vale la propriété più
generale.

Sempre nel caso in esame, in cui è identicamente soddisfatta
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la (10), consideriamo la superficie di equazione

(11) B„(x,y,B) = 0

e la superficie di equazione

(12) By(y,y,z) = 0.

Le linee in esse contenute sono linee X' perché su di esse c'è
una sola componente di R diversa da zero. Allora la propriété
ristretta già stabilita vale per Ie linee délie superficie (11) e (12).

Eriassumendo si puö dire che, qualora R sia parallelo ad un
piano fisso, anche nel caso spaziale c'è una linea, oltre a quelle
vorticose, lungo ogni tratto delle quali U è stazionaria in senso
proprio; essa è la linea (7) sulla quale R si annulla, e passa per
il punto (o i punti) di coordinate soddisfacenti il sistema (6); ei
sono inoltre delle superficie lungo ogni linea delle quali la circo-
lazione è stazionaria in senso ristretto ; esse sono le superficie
(11) e (12), e passano per la linea (7).

Osservazioni idrodinamiche

1. Consideriamo i moti di BELTRAMI per i quali, se v è la
velocità del fluido, è

rot v /\ ü = 0.

Per tali movimenti Ie linee di flusso coincidono con quelle vor-
ticose. Quindi, pei moti di BELTRAMI, la proprietà che lo ZETTLI

ha dimostrato valere per Ie linee vorticose, si puö enunciare
anche per Ie linee di flusso.

2. Consideriamo un fluido perfetto in moto stazionario piano,
soggetto a forza unitaria di massa conservativa. Per tali moti
vale F equazione

(13) Totv /\v + grad \\ v2 — m H- S) = 0,
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dove ^f è il potenziale unitario e g Pentalpia. Sia x, y il piano
direttore e si indichi sempre con R il rotore di t>. Si consideri
il cilindro (4) sul quale il rotore di v si annulla; su di esso la
(13) diviene

, / l \
grad - v* — <3)i _|_ g = o.

Pertanto, nelle condizioni precisate, il trinomio [di BERISTOULLI è
costante sulla superficie (4).

Tenuto conto di taie risultato, viene spontanea la domanda:
la superficie (4) ha qualche analogia con le superficie di BERNOTTL-
LI? (4). È chiaro che, essendo ƒ? = () sulla (4), essa non è propria-
mente una superficie di BERÏ^OULLI ; tuttavia ha con tali super-
ficie qualche affinità, per lo meno nel caso che il fluido sia
ineomprimibile.

Si noti infatti che nel movimento piano considerato le super-
ficie di BEKisroTJi/Li sono i cilindri perpendicolari al piano diret-
tore e passanti per le linee di flusso.

Nel caso che il fluido sia ineomprimibile, si introduca la fun-
zione di corrente ^. Si ha in tal caso che

(14) A+ = 2W),

essendo F una f unzione arbitraria (5). Là dove il vortice è costante
(ossia Â  = cost.), è anche <f — cost., e viceversa; cioè tutte e sole
le linee di flusso sono tali che su di esse il rotore è costante (6).
In particolare la linea X del piano x, y (sulla quale è costante-
mente /? = 0) è una linea di flusso; pertanto la superficie (4), pur
non essendo propriamente una superficie di BERNOULI/T, gode di
queste tre proprietà: passa per una linea di flusso, è perpendi-
colare al piano direttore, e su di essa il trinomio di BERNOULLI
è costante.

(4) B . CALDONAZZO, Un' osservasione a proposito del teorema di BER-
NOULLI, «Bollettino del l 'U. M. I . », v. I Y , 1925, p. 1-3.

(5) U. CISOTTI, Idromeccanica piana, parte I , Milano, 1921, p. 58.
(6) A. MASOTTI, Sui moti di un hquido perfetto che avvengono per

strati piani, «Rend. Ace. Naz. Lincei », s. 6, v. Y, 1927, p. 985-989.


