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Sulle trasformazioni puntuali che niutano cerrhi in cerchi

o sfere in sfere.

Nota di LUIGI MXJRACCHINI (a Bologaa)

Sunto. - Si determinano Ie trasformazioni puntuali fra due piani che mu-
tano ex)2 cerchi in cerchi, Successivamente si determinano Ie trasforma-
zioni puntuali fra due spasi ordinari che mutano oo3 sfere in sfere.

Summary. - Point transformations between two planes are déterminée
which change oo2 circïes into circles. Transformations are then determ-
ined between two spaces which change oo3 sphères into sphères.

1. In una niia Nota di questo Bollettino (*) ho studiato Ie tra-
sformazioni puntuali analitiche fra due piani, dal punto di vista
della geometria conforme. Ho stafoilito in quel lavoro una propo-
sizione che enuncio ora nel modo seguente :

Ogni trasformazione puntuale anaUHca T, fra due piani TT, -K'
che non sia una affinité drcolare e che muti oo2 circonférence in
circonférence (2) si ottiene ponendo una corrispondenza cmografica
fra la rete delle rette di un piano ed una rete qualsivoglia di dr-
conférence deWaltro piano, oppure si ottiene componendo opportuna-
mente (3) trasformazioni del tipo indicato.

Di tale proposizione viene dato, nel lavoro indicato in f1), una
dimostrazione forse troppo schematica che potrebbe lasciare qualche

(*) L. MURACCHINI, Sulla geometria differenziale conforme delle trasfor-
mazioni puntuali fra piani, « Boll. U. M. I. » (3), 8, 252-258 (1953).

(2( Kette e cerchi vanno naturalmente liniitati a loro segraenti e archi
convenienti in opportuni dominï di TT, nr (cfr. il n. 2). Inoltre supporremo
che il sistema oo2 sia analitico. Cosï dicasi dei sistemi di sfere di cui si
paria in seguito.

(3) Qui naturalmente si considerano (secondo il punto di vista conforme)
Ie rette come particolari circonferenze ed i piani come particolari sfere.
È ben chiaro come vadano composte le trasformazioni indicate (e del resto
ciö è spiegato alla fine del n. 4)
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dubbio sulla validità del risultato. Nel presente lavoro do una
dimostrazione dettagliata di quella proposizione in modo da togliere
gli eventuali dubbi ai quali ho accennato.

Successivamente dimostro una seconda proposizione che stabili-
sée un risultato analogo al précédente, ma relativo a trasformazioni
puntuali fra spazi ordinari :

Ogni trasformazione puntuale analitica fra due spazi ordinari
S8> S / che non sia conforme e muti oo3 sfere in sfere si ottiene
ponendo una corrispondenza omografica fra il sistema lineare oo3

dei piani di uno spazio ed un qualsivoglia sistema lineare oo8 di
sfere delV altro spazio, oppure si ottiene componendo opportunamente
trasformazioni del tipo indicato.

Incidentalmente, nel corso delle dimostrazioni, si ottengono pro-
prietà locali conformi delle trasformazioni puntuali fra piani e
spazi ordinari.

2. Consideriamo due piani euclidei T, TC' e siano fissati in essi
riferimenti cartesiani ortogonali ; indicheremo con (x, y) Ie coordi-
nate di un punto di TC, con \x\ y') quelle di un punto di 7c'. Le
equazioni

\x'= f[x, y)
(1) \

/ y' = <p(x, y)

dove Ie ƒ, <p sono funzioni analitiche delle due variabili x, y défi-
nite in un dominio B del piano TT, in nessun punto del quale si
annulla il déterminante funzionale

a/" dep df 0<p
dx ' dy "~ dy * dx '

rappresentano analiticamente una trasformazione T puntuale ana-
litica che muta i punti del dominio D di TC nei punti di un domi-
nio D' di TC'. Per Ie ipotesi fatte, Ie (1) sono univocamente inver-
tibili e la T biunivoca limitatamente ai punti di D e B\ Diremo
che la trasformazione T muta una circonferenza (o cerchio) y di
TC in una circonferenza y' di TC' quando i punti di un arco délia y
che appartengono a D (eventualmente tutti i punti di y se è conte-
nuta tutta in D) vengono mutati in punti di B' che appartengono
ad un arco di una circonferenza y' di TC'. E cosï diremo che T rnuta
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ooft circonfereBze ( o cerchi) di iz in circonferenze di 7u', quando
muta gli archi di quelle circonferenze di -n che sono contenuti in
T>, in archi di circonferenze contenuti in D'.

Consideriamo ora una coppia di punti corrispondenti in T ;
possiamo supporre di arerli scelti come origini 0, 0' dei sistemi
di riferimento in TU, K'\ Allora Ie equazioni (1), sviluppando in serie
di potenze i secondi membri, nell' iutorno di 0, si scnveranno :

x = a10x -+- a0ly •

( 2 ) - • h

Vogliamo intanto determinare gli elementi differenziali Ed cir-
colari (4) di centro 0 che vengono mutati da T in Ez' circolari di
centro 0'. Un generico Ez di centro 0 ha equazione

(3) y — mxx -+- wijir;* H- 'm3ic
3

ed è circolare se

(4) mjil -+- w^) — 2m1ms
2 = 0.

L'elemento ^ 3 ' corrispondente è dato da :

(5) y' — nxx
f -+- WjOs'2 •+- n3x'3

avendosi :

a10 -+- aOim1

(a1 0 -+• a0 1Wj)

3 (a10 •+- aülm,f

ed essendo H, K, L, M, N9 P polinomi (i cui coefficienti sono

(4) Elementi differenziali Ez appartenenti ad uu cerchio.
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espressioni nelle atj, btj) della variabile mx dei gradi rispettivi
3, 1, 5, 3, 1, 2. Non daremo qui esplicitamente Ie espressioni di quei
polinomi che non hanno interesse per il seguito.

L'elemento Ez
l è circolare quando si abbia

w3(l •+- n^) — 2n!%2 = 0 ;

sostifcuendo in questa condizione Ie espressioni (6) si ottiene final-
mente 1' eqaazione

<7) A(mr) -4- B(mx)m% -h G{mi)m^ = 0

dove

A(mx) = (1 + mx
2) \ L{F% -*- G") — 2GE* \

ml
i){Ft -f- G") -

(7')
C ( J 2V(1 / K F - G2) -+- S P m , ^ 2 -+- G2) — 26(1

G = 6
10

Se la trasformazione T è una trasformazione conforme (in ogni
coppia di punti corrispondenti) si avrà

{8') alo = 6ol, aol = — 510

ed inoltre

(8") 2at0 = 6 n , a n = 2 6 0 ï , a n = —26S0, 2a80 = — 5 n .

Le (7') quando valgano Ie (8'), (8") danno

(9) C^O, B^O

come si Terifica facilmente. Si Terifica pure (e del resto è ovvio)
che se T è una affinità circolare anche A s= 0. Possiamo dunque
intanto concludere che :

Una trasformazione T non conforme, muta oo1 degli E3 drcolari
di centro tin punto O, in B8' drcolari di centro il corrispondente
O' cfö O. Per ogni EA d* centro O (E/ efö centro O') passano due di
quegli oo1 E3 drcolari. Inoltre i cerchi del piano TZ, contenenti gli
oo1 E3 drcolari di centro O, che la T muta in E3' circolari, costi-
tuiscono un sistema algebrico oo1 ; vi sono due di quei cerchi che
toccano in O una retta assegnata genericamente.
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3. Le trasformazioni T f ra piani che considereremo d' ora in
poi saranuo serapre trasformazioni non. conformi.

Le relazioni (4) e (7) possono essere utilizzate corne equazioni
differenziali quando si pensi che la formula (3) dia i prinii termini
dello sviluppo in serie delFordinata y(x) secondo Ie potenze del-
1' ascissa %y di un punto mobile su una curva passante per 0. Si
ha cosï

(10) w, = y'(ac), mi=^ 2/"(«), m3 = g y"'(x)

e Ie (4) e (7) diventano (5)

(11) ±A{y') -h 2B(y')y" H- C(y')y"* = 0

(12) y'\\ H- ^*) - 3 ^ " * = 0.

La equazione (12) ha come curve intégral! quelle di cui ogni
Ez è circolare cioè Ie oo3 circonferenze del piano. La prima equa-
zione ha oo* curve (E integrali, délie quali ne passano due per ogni
punto e tangente del dominio D. Tali curve <B godono della seguente
proprietà : V E$ del cerchio osculatore in ogni punto O di una curva-
(3 viene mutato da T in un B3' circolare. Quest'ultima propriété
permette di pervenire alla seguente conclusione : ogni circonferen-
za (o arco di circonferenza) del piano TT che venga mutata da T in
circonferenza, è integrale dell'equazione (11) e viceversa se una
circonferenza è integrale della (11) essa viene matata da T in cir-
conferenza.

Possiamo ora trattare il problema di determinare ie trasforma-
zioni T non conformi che mutano oo1 circonferenze in circonferen-
ze. Derivando intanto il primo membro della (11) e tenendo conto
della (10) si ottiene un' altra equazione differenziale

(13) AM) + £, W + Ci W 2 + Dt(y V 3 = 0

(5) Se la T è conforme, in base a quanto è stato detto prima, la (11) si
riduce ad una equazione del 1° ordine A(y') ~ 0 (sempre che T non sia
una affinità circolare). Attualmente la trasformazione muta ancora oo1 E^
circolari di ceutro un punto O, in E3' circolari di centro 0' ; ma quegli E$
(2?3') sono tutti tangenti all'una o all'altra di due certe rette per O (per O').
Se ne deduce che : se T è conforme e muta oo2 cerchi in cerchi è necessa-
riamente una affinità circolare. (cfr. il lavoro citato in ({)).
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dove A19 B^ C ls Bx sono ancora polimoni in y'. Ogni curva inte-
grale della (11) che sia una circonferenza è anche integrale della
(13) e viceversa ; dunque Ie circonferenze che T muta in circonfe-
renze vanno ricercate fra gli integrali comuni alle equazioni (11)
e (13). Queste ultime sono algebriche in y\ y" e pertanto è chiaro ,
che se T muta oo2 circonferenze in circonferenze queste dovranno
essere integrali di una equazione differenziale del 2° ordine il cui
primo membro sarà un polinomio in y\ y" che divide i primi
membri delle equazioni (11) e (13). Ma essendo la (11) di secondo
grado in y" e la (13) di terzo grado, si dovranno prendere in con-
siderazione due possibilità : a) che i primi membri delle equazioni
(11) e (13) hanno un fattore comunè di primo grado in y" (e na-
turalmente algebrico in y') ; b) che il primo membro della (11) divi-
de il primo membro della (13).

Nei nn. 4 e 5 esamineremo ora successivamente le due possi-
bilità.

4. Supponiamo dunque che i primi membri delle equazioni (11)
e (13) abbiano un fattore comune di 1° grado (6) in y" :

(14) B(y')y" + S(y') = 0

B ed S essendo polinomi in y'.
Le oo* curve, integrali della equazione (14) sono pertanto cir-

conferenze che T muta in circonferenze ; è chiaro che fra tali
circonferenze, quelle che passano per un punto generico O di D co-
stituiscono un sistema oo2 algebrico dato che la (14) è algebrica in
y\ y". Ebbene Ie op* circonferenze integrali della equazione (14)
costituiscono necessarianiente un sistema lineare (o rete). Si pensi
infatti ad una S3 i cui punti rappresentano Ie oo3 circonferenze
di un piano iz nel noto modo : i cerchi punti hanno per immagine
i punti di una quadrica Q non specializzata ; le affinità circolari
di TT sono rappresentate dalle omografie della S3 che mutano Q in
sè ; la rete di circonferenze passanti per un punto 0 di TT, da un

(6) Bientra nella trattazione del presente n. 4 anche il caso in cui il
primo membro della (11) si spezzi razionalmente in due fattori lineari, en-
trambi i fattori essendo divisori del primo membro della (13). Si ragionerà
allora sull'uno o 1'altro dei due fattori. Cosi pure rientra nella tvattazione
il caso in cui il primo membro della (11) è un quadrato perfetto di un
divisore del primo membro della (13).
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piano tangente a Q ; il fascio di circonferenze tangenti in 0 ad
una retta data, da una retta tangente a Q. Orbene in taie rappre-
sentazione le oo2 circonferenze integrali délia equazione (14) saran-
no rappresentate dai punti di una superficie (o pezzo di superficie)
2 segata dagli oo2 piani tangenti a Q secondo curve piane algebri-
che e incontrata dalle oo3 rette tangenti a Q in uno ed un sol
punto (diverso dal punto di contatto). Pertanto 2 dovrà essere una
superficie algebrica (7) ed anzi dovrà essere un piano.

Bimane cosi dimostrato che, nel caso attuale, le oo1 circonfe-
renze che T muta in circonferenze costituiscono in TT una rete ed
è chiaro che costituiranno una rete anche le oo* circonferenze di ic'.
Dobbiamo ora provare che la trasformazione T subordina fra le
due reti di circonferenze una corrispondenza omografica. Ciè puö
dedursi subito da un risultato ottenuto da B. SEGRE (8) secondo il
quale : una trasformazione JS fra due piani 7t', -R" che muti le rette
di 7r" nei cerchi di una rete ëR/ di TT' subordina fra le rette di TC"
e i cerchi di WJ una corrispondenza omografica . Nel nostro caso
componendo la trasformazione T fra ïïeu' con una trasformazione
del tipo S di cui sopra, si ottiene una trasformazione S' fra -n e -K"
che muta ancora le rette di 7r" nei cerchi di una rete cR di TT.
Applicando allora alla S' la proposizione di B. SEGKE enunciata
prima si perviene al risultato voluto.

5. Passiamo ora a trattare il caso b) in cui il primo membro
délia (il) (9) divide il primo membro délia (13). Attualmente tutte
le curve integrali délia (11) sono circonferenze (mutate da T in
circonferenze). Orbene dimostreremo che : il caso attuale non si
puö presentare senza che T si riduca ad una affinità circolare.

Intanto, argomentando corne al principio del n. 4, si conclude
che attualmente le oo8 circonferenze di u, integrali délia (11), co-
stituiscono un sistena K algebrico oo2 di indice 2 e cosï pure sarà
per le circonferenze trasformate di TC'. I due sistemi oo* di circon-

(7) Si vede senza difficoltà alcuna che : una superficie di Sz analitica

che contenga oo- curve piane algebriche, essendo il sistema analitico, è

necessariamente algebrica.

(8) B . S E G R E , Generalizzazione di un teorema di Beltrami, « Eoll. IL M, I . »

(3), 4, 16-22, al n. 4.
(9) II primo membro délia (11) si supporrà d'ora in poi irriducibile ri-

spetto aile variabili y', y". I casi di riducibilità rientrano nella trattazione
già fatta. (Cfi\ la (5)).
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ferenze (K di iz e K' di ir') saranno rappresentati nel solito modo
da due quadriche (non spezzate) K e K' di due spazi S8. /S3' e la
T indurrà una corrispondenza % fra i punti di K e di Kf.

È chiaro che nella corrispondenza % si corrispondono coniche
7 sezioni di K con i piani tangenti alla quadrica Q (rappresenta-
tiva dei cerchi punto) e coniche y' sezioni di Kf con i piani tan-
genti a Q'. Ora è noto che : una trasformazione puntuale fra due
superficie 2, 2' di due spazi ordinari, subordina fra i piani oscu-
latori a curve corrispondenti di 2 e 2', uscenti da due punti cor-
rispondenti (nei quali due punti si considerano i piani osculatori
predetti) una corrispondenza cremoniana (10). Applichiamo alla cor-
rispondenza % fra K e K' la proposizione précédente, tenendo pre-
sente che nella corrispondenza cremoniana di cui sopra si dovranno
corrispondere in particolare i piani delle coniche y sezioni di K
coi piani tangenti a Q passanti per un punto 0 di K stessa ed i
piani delle analoghe coniche y' di K' passanti per il punto 0'.
Dobbiamo cosi concludere che la % subordina fra i piani delle
coniche y uscenti da un punto 0 di K e i piani delle coniche y'
uscenti dal punto 0' di K', una corrispondenza proiettiva. Cio si-
gnifica (riportandooi ai piani TI e iz' ed alla trasformazione T) che :
se si considéra in -K un cerchio OJ del sistema K oo* di cerchi che
T muta in archi, ed il cerchio w' corrispondente e si chiamano
corrispondenti il sistema coo1 di cerchi di K in TT passanti per un
punto P di w ed il sistema <r' oo1 dei cerchi di TC' (trasformati in
T di quelli di o) i quali passano per il punto P' di w', la corrispon-
denza che cosï si ottiene fra i sistemi come CT, <T' relatiyi ai punti
di w e w' è proiettiva. Ciö équivale poi a dire che T subordina fra
% punti di M e w' una corrispondenza proiettiva.

Se si tien conto di tutto ciö che précède riguardo a T ed ai
sistemi K e K' e si applica a ciascuno dei piani 7c, ir' una inver-
sione circolare di centri due punti P, P ' (corrispondenti in T) al-
lora la trasformazione T si muta in una trasformazione Tl (fra i
piani 7cw 7r/ inversi dei piani 7u, -K') che muta le tangenti ad una
conica ~kx irriducibile di iil nelle tangenti ad una conica X/ (irri-
ducibile) di u/ subordinando fra due tangenti corrispondenti una
proiettività e facendo corrispondere i punti di contatto. Ma è su-
bito visto che una siffatta trasformazione Tx e una omografia,

(i0) Si tratta di uu risultato dovuto ad E. BOMPIANI. (Cfr. Propnetà ge-
nerah della rappresentastone puntuale fra due superficie, « Ann. di Mat. »,
4 (1), 259-284 (1924)).
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anzi, nel caso attuale, una similitudine e di conseguenza la trasfor-
mazione T è una affinità circolare.

Le conclusioni del presente n. 5 e del précédente n. 4 provano
completamente la prima delle proposizioni enunciate nel n. 1.

6. Passando a trattare delle trasformazioni T fra due spazi
euclidei S8 , S8' non conformi e che mutano oo3 sfere in sfere, si
dinaostra la seconda delle proposizioni enunciate nel n. 1 con argo-
mentazioni del tutto analoghe a quelle svolte per il caso di tra-
formazioni fra piani ; anzi la dimostrazione è, come ora vedremo,
piü semplice presentandosi un solo caso da esaminare.

Supponiamo di aver fatto su T ipotesi analoghe a quelle del
principio del n. 2 e di aver riferito gli spazi S8, S3' a sistemi di
coordinate cartesiane ortogonali (x, y, z), (x', y\ z') avendo preso
come origini 0, 0 ' due punti corrispondenti in T (la quale sup-
porremo sempre essere non conforme). Le equazioni di T, svilup-
pate in serie di potenze di x, y, z si scriveranno:

x = S aijhxiyj&h

\
(15)

Consideriamo una calotta superficiale del secondo ordine di
centro 0 in S3 :

(16) z =px -H qy -+- ̂  (rx2 -+- 2sxy -+- ty~).

Taie calotta risulta essere sferica se valgono le relazioni:

(17) r — , t = — .
pq pq

La calotta di centro 0' in Sz' corrispondente in T della (16) ha
equazione della forma

(18) z'=p'x' -H g y -*- § ( ^ ' * •+• 2s'*'y' + <y2)
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dove p\ q', r', s', t' sono funzioni razionali di p, q, r, s, t a coef-
ficienti espressioni nelle aljhi btjk, cljK (che figurano nella (15)j. Non
importa dare qui esplicitamente Ie espressioni predette ; basterà
che si rilevi come, esprimendo che le due calotte (16) e (17) sono
sferiche, si perviene a due equazioni in p, q, s che sono della
forma seguente :

Ax(p, q)s + B{(p, q) = 0
(19)

A\(p, q)s H- B%[p, q) = 0

dove A1} A19 JB15 B2 sono polinomi in p e q.
Si puö intanto concludere che: una trasformazione T non con-

forme muta oo1 calotte sferiche di centro un punto O in calotte sfe-
riche di centro il punto correspondente O', in generale.

Se la trasformazione T muta oo3 sfere in sfere vi saranno
oo2 calotte sferiche di centro un punto 0 di S3 che v^ngono mu-
tate da T in calotte sferiche di centro 0' in Sz

f e i piani tangenti
a tali calotte riempiranno Ie stelle di centri 0, 0'. Pertanto i due
primi membri délie due equazioni (19) dovranno avere un fattore
oomune del tipo :

<20) A[p, q)s + B(p, q)z=Q

-con AE\=0 e JB polinomi in p e q. U equazione (20) puö interpre-
tarsi come equazione differenziale (coi soliti significati di p, q, s

e cioè p = — , ûf = —, s= ) analoga alla equazione (11) del

n. 3 relativa alle trasformazioni fra piani. Come allora si ha che
-ogni sfera integrale della (20) viene niutata da T in sfera e vice-
versa ogni sfera di 8$ che T muta in sfera è integrale della (20).
Jja forma della equa^ione (20), lineare in s e algebrica in p, q
mostra poi che se T muta oo3 sfere in sfere, Ie oo2 fra esse in S3

<che passano per un punto 0 costituiscono un sistema algebrico e
ve n'è una sola che tocca un dato piano in 0. Hicorrendo ad un
S4 rappresentativo delle sfere di S2 al modo noto e ragionando
•come nel caso del piano (n. 4) si concluderà che Ie oo3 sfere niutate
da T in sfere costituiscono in ciascuno spazio un sistema lineare.

Infine si dimostrerà che la corrispondenza subordinata da T
fra i due sistemi lineari di sfere è omografica. rit*orrendo al risul-
tato analogo a quello di B. SEGKRE, ricordato nel n. 4. oppure anche
osservando che fra i due iperpiani immagini dei due sistemi di
sïeve in spazi S4 la T induce una corrispondenza % che muta
piani in piani e pertanto è una omografia.


