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Sistemi lineari oo’ reali, di ipersuperficie algebriche di S,.,
con jacobiana priva di punti reali.

Nota di ANTOoNIO ANDREATTA (2 Pavia)

Sunto. - Con mezzi topologici si dimostra, assai rapidamente, che se un
sistema 3 lineare oo reale di ipersuperficie algebriche di S, (r=2) ha
la jacobiana priva di punti reali, le parti reals delle ipersuperficie di
3 costituiscono un sistema grafico. In campo reale il sistema I é cioé
astrattamente assimilabile a quello degli iperpiani di uno spazio proiet-
tivo reale ad r dimensioni.

Summary. - Using some topological tools, the following result is obiained :
In S,(S, being the r-dimensional complex projective space, with r==2),
if the Jacobian primal of a real oo linear system T of primals has
no real points, the primals of I constitute, in the real field, a <graphic
system »; that is, a system abstractly equivalent o that of the primes
of a real r-dimensional projective space.

1. Dopo aver osservato che un classico teorema di H. LEwY [6]
poteva tradursi in una proposizione riguardante le curve piane alge-
briche reali con hessiana priva di punti reali, V. E. GarLAwrasst [5]
si & occupato delle reti reali di curve piane algebriche a jacobiana
priva di punti reali dimostrando una proposizione di motevole
interesse dalla quale consegue, fra 1’altro, il risultato del LEwy.

Precisamente & stato dimostrato che, nelle condizioni indicate,
la rete fornisce, in campo reale, un sistema grafico puro, secondo
una terminologia introdotta poco dopo da B. SEGRrE [8].

Nella presente Nota, usando mezzi meno elementari ma egual-
mente spediti, i estende il risultato ai sistemi lineari oo” reali
di ipersuperficie algebriche di S,, con *==2, i quali abbiano la
jacobiana priva di punti reali. Si riscontra che quest’ultima ecir.
costanza richiede, anche mnegli spazi di dimensione dispari (nei
quali la jacobiana & sempre d’ordine pari), che 'ordine delle iper-
superficie del sistema sia dispari. Cosl la jacobiana di un sistema
lineare oo” reale di ipersuperficie di ordine pari di S,, ed in
particolare la hessiana di una ipersuperficie d’ordine dispari, &
sempre dotata di punti reali.

Si forniscono poi esempi di sistemi a jacobiana priva di punti
reali costituiti da ipersuperficie d’ordine dispari comunque prefis-
sato, e si aggiungono infine due osservazioni complementari.
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2, Nello spazio S, (con r=>2) inteso nel senso della variabilita
complessa, sia X un sistema lineare oco” reale di ipersuperficie
algebriche d’ordine # il quale abbia come jacobiana una ipersu-
perficie J priva di puniti reali.

In particolare la jacobiana sard delerminata; e cid notoriamente
equivale ad affermare (%):

a) Il sistema = mon & composto con una congruenza lineare
(in particolare non é composto con un fascio).
Dallipotesi pure consegue immediatamente:

b) L’eventuale varietd base (reale) del sistema £ ¢ priva di
punti reali, e tutte le ipersuperficie del sistema sono prive di punté
multipli reals.

Un punto multiplo reale di una ipersuperficie di X, in parti-
colare un eventuale punto-base reale del sistema, sarebbe invero
un punto reale di J.

Ne scende che una eventuale compcnente fissa di = & priva di
parte reale, e perfanto non interviene nella formazione della parte
reale delle ipersuperficie del sistema. Si potrd dunque sempre
prescindere da eventuali componenti fisse, onde senz’altro sup-
porre, tenendo presente anche la a), che la generica ipersuperficie
del sistema sia irriducibile.

Pure si pud senz’ altro affermare che la parte reale di ogni
ipersuperficie reale di = & costituita esclusivamente da falde
(r — 1)-dimensionali prive di singolarith, e sono altresi esclusi
punti comuni a due eventuali falde distinte di una medesima
ipersuperficie.

c) La varieta-base V' di un sistema Z' lineare oo™ reale di
ipersuperficie di = non contiene infinite punii reali.

Se V'’ (varietd algebrica reale) &, in campo complesso, un grup-
po di punti, Paffermazione & ovvia. Negli altri casi, se V' contiene
infiniti punti reali, la sua parte reale contieme certamente punti
non isolati; ora, se P & punto di una falda k-dimensionale
(l<<k<r—1)di V', una retta tangente in P alla falda & tan-
gente a tutte le ipersuperficie di X', cioé a tutte le ipersuperficie
di = che passano per P, ed allora P sarebbe punto reale della
jacobiana (%), la quale invece & per ipotesi priva di punti reali.

Tenuta presente la a), si consideri in S, la involuzione I,, con
la quale il sistema X & composto, non escludendo peraltro il caso

m =1 in cui il sistema & omaloidico (¢ quindi semplice).

(*) Ad. es. cfr. [1}, Cap. X., num. 16,
(®) Ad es. cfr. [1], Cap. X, num. 11, ultimo alinea.
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La c) assicura che il gruppo di I,, individuato da un punto
reale di S, contiene sempre un numero finito di punti reali;
ma inoltre si pud affermare:

d) I gruppi di I, individuati dai singoli punti reali di S,
contengono sempre lo stesso numero p.<<m di punti reali distiniti.
Assunto genericamente in S, un punto reale P, siano:

P=P, P,,.., P,

i punti reali del gruppo di I,, individuato da P. Orbene, al va-
riare di P. i punti P, si mantengono sempre distinti, per-
ché se due punti venissero a coincidere in un punto (reale) @, le
ipersuperficie di £ che passano per @ avrebbero ivi (almeno) una
tfangente a comune, onde ¢ sarebbe un punto reale della jacobiana,
sempre in contrasto con lipotesi.

3. Introdotte in 3, coordinate proiettive omogenee x,, x,,..., x
(con riferimento reale), sia:

v

1) 200, (x, X450, 2,) =0
0

Vequazione del sistema X, e si supponga, com’e lecito, che le forme
9, (di grado » linearmente indipendenti) siano a coefficienti reali.

Considerato un secondo spazio S,’ ed introdottovi (sempre con
riferimento reale) le coordinate x,’, x,’, .., «,”, si ponga tra i due
spazi la corrispondenza algebrica Q:

-

(2) NN RS N N L I R

i r:*

La Q & una corrispondenza unirazionale con primo indice m
(cfr. num. 2), e reale, la quale subordina tra gli spazi s,, s,’, parti
reali risp. di S,, S, una corrispondenza u, di indici u ed 1,
localmente topologica (per la continuitd delle funzioni alge-
briche), e priva di elementi di diramazione, in virth
della proprieta d).

Ne viene che » induce un ricoprimento d’ordine p dello
essendo lo spazio s, il complesso ricoprente (3).

Ma allora il gruppo fondamentale Fdi s,, gruppo noto-
riamente d’ordine due, & da o trasformato isomorfica-
mente in un sottogruppo H’ del gruppo fondamentale F’ di s,’;
anzi il primo indice w di », che fornisce I’ordine del ricoprimento,

!
r?

S

(®) Per la nozione di ricoprimenio e per alcuni classici risulfati al
riguardo che verranno qui applicati si fa riferimento al trattato [3], spe-
cialmente Cap. VII® e Cap. VIII®



SISTEMI LINEARI oo” REALI, DI IPERSUPERFICIE ETC. 137

@ altresl l'indice di H’ in F’. E siccome anche 'ordine di F” & due,
si potranno a priori presentare soltanto due casi: v =1, u=2.

Il caso p =2 si esclude facilmente per il teorema di umnicita
del complesso ricoprenfe secondo un ordine assegnato (nel caso
attuale secondo Vordine due). Un ricoprimento d’ordine due dello
s,’ si ha invero per proiezione centrografica di una sfera r-dimen-
sionale di un s,,., sopra un iperpiano s,’ (non passante per il
centro della sfera); e si avrebbe allora un omeomorfismo tra
la sfera r-dimensionale e lo spazio proiettivo s, mentre, com’® ben
noto, i due complessi non sono omeomorfi.

Si pud quindi concludere che p—1, ossia che la corrispon-
denza w tra s, ed s,” & un omeomorfismo, precisamente un omeo-
morfismo algebrico [4]

Dunque in s, le ipersuperficie del sistema = costituiscono un
sistema grafico, un sistema cio® astrattamente assimilabile a
quello degli iperpiani di s,”.

Anzi, tenendo presente che la mancanza di punti reali della
jacobiana assicura che ogni ipersuperficie di 2 non presenta ac-
canto alla falda (r — 1) ~-dimensionale omeomorfa ad un iperpiano
di s,” altri punti reali, si ha precisamente un sistema grafico puro,

4. Chiamando «spazi subordinati» i sottoinsiemi propri di punti
di s, appartenenti ad una o pin ipersuperficie di X, si costruisce
uno spazio grafico (!, anzi senz’altro uno spazio lineare.
Cid per un qualunque r>2; ma per >3 l'ultima affermazione
consegue anche altrimenti dalla precedente perché lo spazio gra-
fico individuato da X soddisfa ovviamente al postulato di Fawo
ed & ~percib irriducibile.

Si deve anche osservare che la parte reale di una ipersuper-
ficie (reale) di X, omeomorfa a quella di un iperpiano reale di S/,
ciod ad un iperpiano di s,’, & costituita da una sola falda dispari
(priva di singolarith). Ne scende che & mnecessariamente dispari
J'ordine n delle ipersuperficie di Z.

E si pud esplicitamente registrare il corollario: un sistema
lineare oo reale di ipersuperficie d’ordine pari dello S, ha sempre
la jacobiana dotata di puniti reali. Siccome poi la hessiana di una
ipersuperficie (d'ordine dispari) dello S, & notoriamente la jaco-
biana del sistema lineare co” delle sue prime polari (d'ordine pari),
si pud anche affermare che la hessiona di una ipersuperficie alge-
brica reale d’ordine dispari dello S, é sempre dotata di punti reali.

Infine conviene accertare che per qualunque ordine dispari

(4) Percid si rinvia al trattato [2], specialmente § 14,

10
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n=2h +1 (h=>=0) esistono sistemi lineari oo” reali di ipersuper-
ficie algebriche d’ordine n dello S, i quali hanno jacobiana priva
di punti reals.

Considerate invero le due forme definite positive

— m2 2 2 2 . J— 2
A=+ +..+x' _, +2%; B=A+x°,
le » + 1 forme:

J— h — h — h J— h
0, = X A", 0, =2 A" ..., 0, =2, A", o, = B

1] i

hanno come jacobiana una forma definita positiva, come
subito si riscontra (3).

Oss. I. - Ripresa la trattazione di num. 3, si vuol qui notare
come, limitatamente agli spazi di dimensione pari, sia pos-
sibile evitare il ricorso alla teoria del «ricoprimento» per dimo-
strare che una corrispondenza w, tra s, ed s, (con r = 2), dindici
ed 1, localmente topologica e priva di diramaszions, & necessaria-
mente un omeomorfismo (ossia con w = 1).

Introdotto in s,” un complesso reticolante A’, sia «,(j =1, 2, ..., 7}
il numero delle sue celle j-dimensionali. Per le condizioni im-
poste alla corrispondenza v, questa trasforma A’ in un complesso
A reticolante s,; inoltre, se «, & il numero delle celle j-dimensio-
nali di A, risulta o«; == pa,’.

Se dunque K (risp. K') & la caratteristica euleriana di A (risp.
di A’) ciog di s, (risp. di s,), si ha K= pK'. Ma, per Iinvarianza
topologica della caratteristica euleriana, & pure K= K’, onde sen-
zaltro p—=1 (essendo K = K’ 5=0).

(3) La jacobiana risulta invero il prodotto della forma Ar%—1Bh—%
definita positiva per un determinante che si pud serivere nel modo seguente:

A + 2hay? 0+ 2hxyx; .. 0+ 2hayw,—, 04 2hax,x,

0 + Qhwx,x, A + 2hx?, we 0+ 2hay0,— O+ 2ha,o,

0 +2hx,_ 2y, O-+2hax,_ 2 .. A+2022,_, 0+ 2hex,—x,

0 + 2ha,x, 0+ 2ho, @, .. 0+ 2hax,x,—, (B+2hex,?)+2hx,2

Questo determinante & somma di pilt determinanti che si otiengono
prendendo in ciascuna colonma i primi ovvero i secondi addendi. Pren-
dendo ovunque i primi addendi si ha una forma definita positiva, pren-
dendo in una sola colonna i secondi addendi si ha una forma semidefinita
positiva, prendendo in almeno due colonne i secondi addendi si ottiene
un determinante nullo (perch® due sue colonne sono !proporzionali). IL
determinante sopra scritfo & dunque una forma definita positiva.
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Per gli spazi di dimensione dispari I’argomentazione
cade perd in difetto perché allora, com’®& ben mnoto, le caratteri-
stiche euleriane sono nulle,

Oss. II. - Nella proposizione poc’anzi richiamata 'ipotesi »r >2
& essenziale.

Il gruppo fondamentale di s, (refta proiettiva reale) & invero
il gruppo ciclico infinito il quale ammette sottogruppi
d’indice qualunque @, con p intero e I’infinith numerabile inclusa.
Sempre per la teoria del «ricoprimento» lo s, ammette dunque
ricoprimenti d’ordine u intero qualunque, infinitdh numerabile
inclusa.

Quest’ultima & perd esclusa nelle circostanze attuali per l’alge
bricith della corrispondenza. Per qualunque infero y (finito) esi-
stono invece corrispondenze (2 algebriche (u, 1) tra S, ed S,’ che
subordinano tra s, ed s,” corrispondenze w coi medesimi indici e
che pertanto inducono su s,” un ricoprimento d’ordine .

Ad es. basta ricordare (°) che le forme binarie armoniche d’or-
dine p comunque prefissato danno luogo su S, ai gruppi di una
involuzione I; i eni gruppi reali sono futti costituiti da v punti
reali distinti. Lia corrispondenza Q che nasce tra S, ed S,’ rife-
rendo proiettivamente i gruppi di I; ai punti di S,” subordina
tra s, ed s,” una corrispondenza w d’indici p ed 1 del tipo richiesto.

(5) Ofr. B. SEGrE [7], num. 2.
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