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Sul contenuto fisico del principio dei lavori virtuali ().

Nota di Gino Paoruzi (a Roma)

Sunto. « Con riferimento a vincoli bilaterali, si introduce il concetto di
«reagiont essenziali» e quello di «reasgioni superflue»; e si dvmostra
che «Vassenza di reazioni superflue é condizione necessaria e sufficiente
affinché il lavoro complessivo esplicato dai vincoli risulti nullo per ogne
singolo spostamento virtuale ».

Summary. = With reference to bilateral bonds, the concept of «essential
reactions» and thal of « superfluos reactions» is introduced; and it is
proved that «the absence of superfluos reactions is a mnecessary and
sufficient condition so that the total work displayed from the bonds be
null for each single virtual movement .

Sia 2 un sistema di N punti materiali, di coordinate cartesiane
g, .5 QsN, sottoposto a p vincoli bilaterali olonomi, espressi dalle
p relazioni (indipendenti)

1 15 5 qav, =0 t=1,.., p)

dove si suppone che la generica f, ammetta derivate parziali, sino
al secondo ordine almeno, rispetto a tutti i suoi argomenti.

Per il principio dei lavori virtuali «se i vincoli sono privi di
attrito, il lavoro virtuale delle reazioni & nullo» (?).

T noto che alcuni trattatisti definiscono come vincoli (bilaterali)
privi di attrito appunto quelli le cui reazioni forniscono lavoro
virtuale nullo (3. Ma tale definizione, conferendo al principio in
oggetto un contenuto meramente tautologico, appare solo accetta-
bile come espediente didattico, utile per una piut agile esposizione.
Pertanto, nel seguito, intenderemo attribuire agli attriti il signi-

(!) I1 principio in oggetto viene qui comnsiderato nella forma di postu-
lato riguardante le reazioni (cfr. ad es. Levi CivirA e AMALDI «Lezioni
di Meccanica Razionale», Bologna, Zanichelli, 1949, vol. I pag. 708).

(®) Con 1’ espressione abbreviata «lavoro virtuale nullo» intendiamo
<lavoro complessivo nullo per ogni singolo spostamento virtuales.
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ficato suggerito dall’esperienza, cioé quello di forze tangenziali
che insorgono quando due corpi, o due parti di uno stesso corpo,
si trovano a contatto (in condizioni di quiete o di moto relativo).

Ai nostri fini gioverd considerare, oltre allo spazio fisico in
cui si muovono gli N punti materiali, una ausiliare varieta euclidea
a 3N dimensioni, che indicheremo col simbolo S;¥ e mnella quale
immagineremo fissata una 3Nrl2 di assi cartesiani ortogonali. Ad
ogni configurazione del sistema potrd allora farsi corrispondere
quel punto di S;y che ha per coordinate ¢q,, ..., gsv. Codesto punto
sard assunto — istante per istante — come primo estremo per
tutti i vettori di cui si verrd in discorso. Siffatta rappresentazione
ci consentird, in via preliminare, di ritrovare con speditezza alcuni
risultati gia sostanzialmente noti e di dare ad essi quella forma
espressiva che si addice al mostro scopo.

Cid premesso, deriviamo le (1) totalmente, una e due volte,
rispetto al tempo. Abbiamo

afl 3Naf: -

@) a—t+§ra—grqr=0
(t=1,.., p)
(3) ®,(q, g t St o
6 &)+ 2,5 4=

dove le @, sono funzioni determinate delle g, d, t, che non stiamo
ad esplicitare.

Indicheremo con?,> il vettore di S;y avente per componenti
gli elementi della ¢m2 riga della matrice

of, of _of
89, 0qy " 0gsN
(4)

ofr ofr ofr
89, 99, " ogsN

Poiche, per la supposta indipendenza delle (1), 1a matrice (4)
ha caratteristica p, i vettori _cp;, s -c;; individuano entro S;y —
istante per istante — una sottovarieta euclidea a p dimensioni,
che indicheremo col simbolo Sp.

Si osserveri che il generico spostamento virtuale di compo
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nenti 3q,,..., 3qan, essendo definito dalle p condizioni
W of. :
2‘,,%"8%:0 (t=1,.., p)

& rappresentato in S;y da un vettore 3s che soddisfa le p relazioni
B89, =0 (t=1,.., p);

e viceversa. Ne consegue che 7 vettorsi (elementari) 3s normali ad

Sp rappresentano tutti e soli gli spostamenti virtuali.
Supponiamo ora, provvisoriamente, che gli N punti del sistema

abbiano tutti la stessa massa m. Potremo scrivere per le (3)

3N afl . A
m(I), -+ Z, mq, — 0 (’& = 1, ceey p)
i aqr
ovvero — se F(q, g, ), con r=1,..., 3N, sono le 3N componenti

delle forze direttamente applicate, ed R,,..., B3y le corrispondenti
reazioni esplicate dai vincoli —

3Naﬂ 3N af’l
md, + Zi‘a,a—q:F,—f- Z{}, 3, R,=0
e infine — indicando con F ed R i vettori che in S:;ny hanno per
componenti rispettive le F, e le B, —
(5) mP, + 9, X F+¢, <X E=0 (=1, .., p)

Designati con E ed R i due vettori componenti di R rispetti-
vamente parallelo e normale ad Sp (per cui ¢, <X B’ =0), le (5)
danno luogo alle relazioni equivalenti

(6) mo, + ¢, <X F + ¢ <R =0 G=1,.., p.

11 vettore R’ (che giace in Sp) dard per il genericobﬁ—g {che & nor-
male ad Sp)

B =<3=0
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ovvero — introducendo le 3N componenti R’ di &', e 8q, di 38 —
sN
2, R.3q,=0.
1

Cid prova, intanto, che le reazioni R,,.., R’sy forniscono
lavoro virtuale nullo (%).

B invece diverso da zero (3) il lavoro virtuale delle reazioni
R",,.., R"sn, supposte non tutte nulle, poiche il vettore B’ che
le rappresenta in Sy, (essendo normale ad Sp), ha la direzione
di un &s.

Si pud rilevare che il vettore B di Ssy (giacendo nella varieta
Sp individuata entro S;y dai p vettori -cl;,’) risulta interamente
determinato in Sy dai p vettori —g;: e dai p prodotti scalari_cl;: <R
Poicheé d’altra parte — fissati i vincoli (1) e date le forze applicate
F (q, d, t) — questi prodotti scalari sono interamente definiti dalle
(6) come funzioni di g, ¢, t, ne consegue che altrettanto avviene
per il vettore F e quindi per le R’),.... R'sy. Resta con cid pro-
vato che le R’, sono univocamente determinate in funzione delle
g, g, t, indipendentemente dal valore delle R,”, cio# indipenden-
temente dalla natura dei vincoli.

Passeremo ora a dimostrare che le reazioni R',,.., Rsy sopra
definite bastano da sole (cioé senza il confributo delle R,”) al
rispetto dei vincoli. A tal fine giova premettere la seguente os-
servazione: poiche le funzioni_c:;,(q, t), ®.(q, g, t,) ed —ﬁ(q, q. 1) deter-
minano interamente, per il tramite delle (6), la funzione ﬁ(q, q, 1),
le stesse (6), nelle quali in luogo di E si ponga la funzione cosi
definita, si riducono ad identith. Scriveremo queste identitd nella
forma

7 ¢+zi S hpi—o (=1
(7 m " 2. Pt Sy 2q, r = (z=1,.., p)
Cid premesso, immaginiamo che — a partire da un certo istante £,

— vengano soppressi i vincoli, e agli N punti materiati (divenuti
liberi) vengano applicate nuove forze di componenti

§,=F, + R, (r=1,.., 3N)

(3) Coll’espressione abbreviata «lavoro virtuale non nullo» intendiamo
«lavoro complessivo non nullo per qualcuno almeno degli spostamenti
" virtualis.



126 GINO IAOLUZI

essendo F.(q, ¢, f) le funzioni esprimenti le primitive forze appli-
cate ed R’(q, g, t) le funzioni dianzi definite. Si tratta di verifi-
care che nel prosieguo del moto, al variare delle ¢q,, ..., gany con ¢,
le p funzioni f,(q,,..., gan), conservano valore nullo; ovvero (poiché

allistante #;, sono nulle, insieme con le f,, anche le %) che si
a’f, o . .
mantengono nulle leﬁﬁ' Orbene, cid risulta immediatamente
dalle identitd (7) quando in esse — dopo aver diviso per m — si
- . F,.+ R,
sostituisca g, adT-

Questo risultato resta ancora valido se agli N punti (considerati
liberi) s’immaginano applicate — oltre alle sopra dette F, ed ', —
anche delle R,”... R"sy, qualsiasi, purche queste siano rappresen-
tate in Ssy da un vettore normale (istante per istante) ad Sp;
infatti codeste R,” non danno contributo ai primi membri delle (5),

2
e quindi non influiscono sul valore della genericaa-t—;-

In definitiva, assegnati i vincoli (1) e le 3N componenti delle
forze applicate

“) Fl(% q.y t)’ seey F:N(d: q, t)'

risultano interamente definite 3N reazioni

B) R\, ¢ t), -, BwNig, 0 1)
le quali:
a) forniscono lavoro virtuale nullo (?);

b) sono mecessarie al rispetto dei vincoli;

¢) considerate come un campo di forze direttamente applicate
assieme alle F,, bastano da sole al rispetto dei vincoli.

Tutte le altre reazioni forniscono (se sono effettivamente presenti)
lavoro virtuale non nulloe (3).
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Le reazioni f) — dovendo sussistere qualunque sia il disposi-
tivo adottato per realizzare i vincoli (1) sotto ’azione delle forze «)
— potrebbero chiamarsi «reazioni essenziali».

Tutte le altre reazioni eventualmente esplicate dai vincoli —
aggiungendosi alle 3) che giad da sole assicurano il rispetto
delle (1) — potrebbero a buon diritto definirsi «reazioni superflue »
(cio®, non necessarie al rispetto dei vincoli).

Introdotto cosi — senza possibile ambiguitd —- il concetto di
«reazioni essenziali» e quello di <reazioni superflue», i risultati
ottenuti potranno riassumersi nel seguente enunciato:

<« Affinché sia nullo (*) il lavoro virtuale esplicato dai wvincoli, &
necessario e sufficiente che siano nulle le reazioni superflue ».

Tale conclusione si estende immediatamente al caso in cui le
masse M, ..., my degli N punti sono disuguali ma tuttavia mul-
tiple intere di una stessa massa : basta concepire il gemerico

punto di massa we, come l’insieme di " punti coincidenti di mas-

sa ¢; e tener presente che le eventuali reazioni necessarie per
assicurare siffatta coincidenza sono sempre a due a due uguali e
contrarie, e non possono fornire lavoro di sorta, essendo applicate
a punti che non subiscono spostamenti relativi.

L’ulteriore estensione al caso generale, in cui le m, sono
qualsiasi, scaturisce infine da un ovvio passaggio al limite, in
quanto per ciascun ¢ positivo, comunque piccolo, si possono consi-
derare N masse m',,..., m'y le quali siano multiple intere di una
stessa massa ¢ e soddisfino nel contempo le disuguaglianze

[m/ —m|<e l=1,.., N.

Analoghe considerazioni potrebbero svolgersi per i vincoli
bilaterali anolonomi.

Identificando le reazioni superflue con quelle di attrito, I’enun-
ciato di questa Nota si traduce nell’enunciato classico del princi-
pio dei lavori virtuali.

B possibile pertanto ravvisare, nell’essenza del principio in
oggetto, due distinte parti: 'una (espressa, per i vincoli bilaterali,
dall’enunciato di questa Nota), che pur non apparendo intuitiva &
tuttavia dimostrabile; Valtra (riguardante 1’identitd delle reazioni
superflue con quelle di attrito), che pur non apparendo dimostra-
bile & nondimeno chiaramente intuitiva.



