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Un eriterio di convergenza delle serie di polinomi di Legendre.

Nota di SaLvaToRE RUSs0 (a Catania)

Sunto. - Generalizzando un risuliato precedente, si deduce la convergenza
della serie di polinomi di LEGENDRE °2° a,P,(x), nel punto x=x,
(— 1 < x4 << 1), dalla uniforme hmitat:;?z delle somme parziali della
serie di potenze OZO a,t? in un opportuno arco della circonferenza

n=0
|t| = 1. Come applicazione, si stabilisce la convergemza della serie di

polinomi di LEGENDRE nel caso che la successione | a, {n=o,1,2,... Sia
monotona e limitata.

Summary. - A preceding result is generalized causing the convergency of
the set of LEGENDRE’s polynomials oﬁ a,P,(x), in the point x—=x,
(—1 < x9 << 1), derived from the unifz';—;gz limitation of the partial addi-
tions of the power-sets ; a,t® im an opportune arch of the circumfe-

n=0
rence |t|=1. As application, the set-convergency of LEGENDRE’s poly-

nomials is to be stated in the case the succession | a, in=o,1,2,... Will be
monotonous and limited,

1. In un precedente lavoro (*) ho dimostrato, fra 1’ altro, il
seguente criterio di convergenza delle serie di polinomi di LEe-

GENDRE :
TeorEMA 1°. - La serie di polinom: di Legendre :

1) 2 a,P,(x)
n—o
a coefficienti a, reali, dove si supponga

p= 1/max lim V/|a,| =1 (),
N — 00
converge in ogni punto X, interno all’intervallo (— 1, 1), per cus
sia convergente la serie

o0 ——————
@, (X, +1V1—x )"
0

n=

(1) Cfr. S. Russo, Sulla convergenza delle serie dei polinomi di Legendre,
«Bull. Acad. royale de Belgique », serie 5% Tomo XXXVIII, 1952,
pp- 168-175.

(*) Se p>1, la serie (1) converge uniformemente nell’intervallo chiuso
(—1, 1); a proposito si veda loc. citato in (¢).
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Inoltre, supposto x, soddisfacente a questa ipotesi, la somma
della (1) & data dalla formula :

Sy = jf(t wo) dt

2né

dove t & una variabile complessa, y la circonferenza |t| =1, e
f(t, x,) la somma della serie di potenze :

1 w0 = 5 a5 =2

Mostrerd ora che si pud dare a questo teorema una maggiore
generalith. Pilt precisamente vale il

TeOREMA 2°. - Se le somme parziali della serie di polenze

00 n
) 2 a,t", (p = 1/max lim V]|a,|=1)

n=0o % —» 00

sono uniformemente limitate in un intorno del’punto t;=x,+iV1—x,2,
con x, tnterno allintervallo (—1, 1), la serie (1) converge per
X =2X,; se inollre, t, risulla interno al campo di esistenza della
funzione analitica f(t) generata dall’ elemento (2), la somma S(xo)
della (1), nel punto x,, é data dalla formula :

t*t— 1
S(-’”o)-‘_j 2t—x,,)

Ct—x,

dove vy é amcora la circonferenza |t | =1.

Dim. ~ Osserviamo dapprima che essendo la (2) a coefficienti
reali, le sue somme parziali risultano limitate anche in un intorno
del punto #, coniugato di #,.

Poniamo {=2% + ¢y, e fissato un numero ¢ >0 determiniamo
un 3> 0 tale che: 1°) lintervallo I = (x, — 3, a,+ ) riesca con-
tenuto in (—1, 1); 2°) i tratti L e L’ della circonferenza vy :

Prat=1
che si proiettano in I, abbiano lunghezza minore di ¢; 3°) quando

€ varia in I, per i corrispondenti punti di y si abbia | n|=h
con h positivo.
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Si avra allora per i punti { contenuti in y— L — L':

02 8 2
:l—lt—woleil_<1+lwol)

3) ' "

208 — x,)

eperitc L otel:

) ’ #—1

20 — =)

<1, |t—ux|>h

Scegliendo ¢ sufficientemente piccolo, si pud determinare, per
Vipotesi fatta, un numero M tale che risulti:

»
(5) | Sn(t) l g M, n= 1’ 2) 33 s Sn(t) :kz axt*,
=0

per ¢ variabile in ognuno dei tratti L e L'
Cid posto, tenendo presente che per la formula di SCHLAFLI,
si ha:

P, () = 1 fu dt

Omi | 2% ¢ — )"+
v
risulta :
m-+p t*r—1 v
mp 1 z a, [2(t x )]
| n=m-—+1 %
— dt | <
n:E—kl @Pal@) | = 2m t—x, =
Y
m+ 2—1 m+p 2—1 r
SR Rt 2 a|sr—ac
- 1 n:%‘rH 1a" [Z(t - wo)] dt { nemir 120 — ) dt
= t— =, + on t— @,

y—L—L/ L+ L/

da cui, per le (3), (4) e (5), si deduce per m sufficientemente
grande :

m-+p
2" a, Py | < 1

+
n=m 1 — |, |

— = —

2M: [ 1 2M
h (1——|wo|+ wh) '

Quindi la serie X a,P, (2, & convergente.

n o
n=o
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Se il punto #, =, + V1 —x,* & interno al campo di esistenza
della funzione f(¢), anche t, appartiene a questo campo (per aver
supposto la (1) a coefficienti reali), e percid scegliendo ¢ sufficien-
temente piccolo ed M eventnalmente pi grande, si avrh per i
variabile in ciascuno dei tratti L e L’:

(6) 1) | <M.

Si ha guindi:

Ez‘oa’nPn(xo) - 2_“; t— z, —dt| =
Y
T m t*—1 [ t2—1
| [ Lol =)
— — dt| <
2x b — o, =
Y
"za[tz——-lr f[ t’—l]
— 2= I —x,
y—L—L'
m t2—1 1 -1
1 'nEo O [2(t - xo)] o f[2(t - “’o)]
+ 5= at ’
2% t — x,
L+ L

donde per le (3), (4), (6) e (6) deduciamo per m sufficientemente
grande :

#—1
3 |
| » — 2(t—x)]
;n: anPn(xo) T t—xoo dat é
Y
¢ 2115_( 1 2M
ST m| T T i=[m " nh)""
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Dunque avremo :

r[ 1 l
5 a,P (@)= zt(t_‘x“o) at

2. Come applicazione del criterio di convergenza sopra esposto
abbiamo il seguente

TeoreEMA 3° - La serie dé polinoms di Legendre :
[e)
(M) Z a,P,(x)
n=0

& convergente per ogni x imterno all’intervallo (— 1, 1) se la suc-
cessione ! a, in—o,1,2,.. & monolona limitata.

Din. - Infatti, posto

Sr=141t+ ..+ k=1, 2,..
risulta, per ogni ¢{3=1 della circonferenza |{]| =1:
1—tk 2
!sk‘:} T—f|Sa—¢

Ne segue, supponendo che la | @, {n=0,1,2,... Sia non decrescente :

k—1
2 a,t"

n=0

=] (@~ 08, + (@) —0)Sy + oo + (Bp—s——))Sjmy + G St | S
2

= 1—¢]| Hay — @) + (@ — @) + oo + (B — Gy) + [ Gy [ =
2

Sa—g! %l +2la-]l

donde, per le ipotesi fatte e per il teorema 2° segue la conver-
genza della (7) in tutti i punti interni all’intervallo (—1, 1).



