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Una dimostrazione del Teorema fondamentale dell'ÀIgebra

'Nota di DELFISTA EOUX (a Milano)

Sutito; - Si espone una nuova dimostrazione del Teorema fondamentale
deirAlgebra: essa è basata sulVesame della successione dei coefficienti
dello sviluppo in serie di potenze delVinverso di un polinomio che non
si annuïli nell'origine.

Sutnmary. - We give a new proof of the fundamental Theorem of Algebra.
Let P(z) be a polinomial, P(0)r^0. Consideriwg the expansion of 1/P(z)
in a power series of z, the proof follows from the behaviour of the
séquence of the coefficients of this sertes.

Riteniamo che alle dimostrazioni note del Teorema fondamen-
tale dell'Algebra, che sono yeramente numerose (*), si possa aggiim-
gere an che la seguente, che non ei risulta essere f ra quelle
conosciute e che si svolge nelFordine di idee di K. W E I E R S T R A S S

e A. PRT^GSHEIM.

(*) Informazioni storiche e prospettrve SUL diversi tipi di dimostrazione
si possono vedere per esempio nei seguenti articoli.

Gr, LORIA, II Teorema fondamentale della teoria dette Equazioni alge-
briche, «B.rvista di MateInatica^J (1891), pp. 185-284;

A. AGOSTINI, II Teorema fondamentale delV Algebra, « Periodico di
Matematiche» (4), 4, (1924), pp. 307-327;

GIUSEPPE MIGNOSI, Sul Teorema fondamentale delV Algebra nell} Algebra
classica e nell''Algebra moderna, Esercitazioni matematiche-Pubblicazioni
del Circolo Matematico di Catania/(2), 13, (1941), pp.. 28-47;

U. GTASAPINA, II Teorema fondamentale dell'Algebra, «Periodico di Mate-
matiche», (4), 23, (1957), pp. 149-163.

Dimostrazioni di questo teorema si trovano nei vari trattati destinati
alla teoria delle funzioni analitiche ; per esempio :

L. BIANCHI, Teoria delle funsioni di variabile complessa, Pisa 1916,
pag. 177;

S. PJNCHERLE, Grli elementi della teoria delle funsioni analitiche, Bolo-
gna 1922, pag. 126;

GL BAGNERA, (litografia), Lezioni sopra la Teoria delle Funzioni Ana-
litiche, Roma 1926-27, pag. 147;
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5 6 4 DELFT^A ROXJX

I n taie indirizzo la teoria delle fimzioni analitiche è costruita
dando rilievo prépondérante agli sviiuppi in serie di potenze e
si puö ritenere di restare in tale indirizzo quando si dimostri che
risulta necessariaruente finito il raggio di convergenza della serie
di potenze che rappresenta il reciproco di un polinomio non an-
nullantesi nell 'origine. Seguiremo appunto questa via.

È evidente che possiamo limitarci a considerare il polinomio

f[é\ = 1 H- aL& H- a2s' -+- ... -+- a„zn, an =)= 0

e a dimostrare che la funzione

non è olomorfa in tutto il piano.
Procediamo per assurdo. Se f[z) non ammette alcuna radice z0,

la funzione y(z) risulta olomorfa in tutto il piano e quindi lo
sviluppo

(1)

converge assolutamente in tutto il piano. Fissato c ̂ > 0 arbitrario,
dovrà allora essere bkc

k—-0, cioè | bk\c
K < e ( -"1) per k ^ fco(s), cioè

! 6* ll/fc < £l/7c/c < l/c e pertanto | bk ̂  — 0.
Questo è assurdo. Infatti, lo sviluppo di cp(̂ ) si costruisce tenendo

G-. SANSONE. Lesioni stilla teoria delle funzioni di una variabile com-
plessa, vol. 1°, Padova 1950, pag. 185;

A. PRINGSHBIJVI, Vorlesungen über Zahlen-und Funktionenlehre, vol. 11%,
Leipzig 1925, pp. 188, 437;

XJ. BIEBERBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie, vol. 1°, New York
1945, pp. 153, 182, 186;

E. C. TITCHMARSH, Theory of fonctions, London 1952, pag. 118.
Da un punto di vista algebrico più generale si veda anche la dimo«

strazione che si trova in ;
O. PERRON, Algebra vol. 1°, Berlin 1932, pag. 242.
Aggiungiamo all'elenco la monografia :
F. HEI&LJ Über die Abschatziing der Wwrzeln algebraischer Gleichun-

gen, « Monatshefte für Mathematik » vol 62, (1958), pp, 16-55, pnbblicata
recentemente e rivolta ad argomento connesso con questo, nelia quale è
riportata una ampia bibliografia.
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conto che risulta identicamente

f(z) • <p(8) S 1

e quindi

bQ — 1, b1 = — ai9 b2 = — (afii ~+~ at),...,

bn = — (afin-i -+- azbn-2 H- ». H- a„) , . .

(2) Ön+AT =

P o n i a m o

Risulta... ;>S,£;>pfc+i ;> . . . ; 8A.— 0 per &— H-oo ; \bk\U^ < pA e,
infiniti valori N di k

(3)

Inoltre

(4) i bN+s | ̂  p^ts ̂  ^ + S . s = 1, 2, . . . .

Si scelga N abbastanza grande in modo che p^ sia abbastanza
piccolo da verificare le due condizioni

(6) I<»i IPîîr1 -*- I«i!Pîv 2-+-••• -+-|on-i|Pjv<2lo»l

(il che è setnpre possibile perché $k—^0 e | a n | ^ 0 ) ; allora dalla
(2) otteniamo

Clibn+N-i H- azbn+N~2 "+" ... •+" ̂ N I ^



566 DELFTNÀ ROUX

e, per le (3) e (4):

I bn+N I ̂  | an | | # - ( | ax I f ^ - 1 H- | a,

= p# | | a» | - ( | a , IPKT1 -H | a , !

e, per la (6)

Questa disuguaglianza unita aile (4) e (5) conduce alla catena
seguente

e si perviene all'assurdo.
Pertanto si conclude che lo syiluppo in serie di potenze asse-

gnato in (1) per la funzione y(&)=l/f(z) non è valido in tutto il
piano e quindi esiste un punto s0 singolare per ep(s): questo si
puö presentare se e soltanto se f(&0) = 0.

OSSERVAZIOKE. - La sviluppabilità in serie di potenze di z di
una funzione f(z) nel massimo cerchio \z\ <: B in cui essa è olo-
morfa, si puö dimostrare^ seguendo Pordine di idee di IL WEIER-

STRASS-A. PRINGSHEIM, al modo seguente (:).

a) Definizione di Mf{er)

Sia f(z) definita per | z | = r e ivi limitata, e un numero corn-
plesso di modulo 1. Per ogni n, poniamo N=2n e cn = e27lilN. In-
troduciamo la seguente notazione

Se f(z) è continua su \z\=r, la successione | Mnf(er) \ per
n —»- -+- oo tende a un valore limite finito Mf(er) che vien detto
« valor medio di f(z) su |# | = r» .

(2) Vedi A. PRINGSHEIM, loc. cit. in (4), pp. 269-274, 382-390.
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b) II valor medio Mf(er) gode le seguenti propriété :

1) M{erf = 1 ; M{er)^ = 0, v = 1, 2, ...

2) Da \f{z)\ < G per \z\=r, segue Mf{er) < G.

3) Mkf(er) = h - Mf(er), k costante.

4) MVïTfv(er) -^VSmMfv(er).
y:^0 V^O

oo

5) Se la serie 2 f„(z) converge unif ormemente su | z | — r,

allora

M S /:,(er) = S MfAer).
v=o v=o

6) Se f(z) è definita per 0 < | s | <. R ed è ivi unif ormemente
differenziabile (3), allora risulta

Mfyer) = Mf(eO) = f(0) per ogni r<^R.

c) Si dimostra poi facilmente il teorema:

Se f(z) è definita per 0 < \z\ < R e uniformemente differenziabile
in ogni cerchio O < [ | 0 | < r , r <^ 22, allora /(») è sviluppabile in
serie di potenze positive di z

oo

f{z) = 2 aysv

dove
av = M{er)-»f(er)

(essendo r un valore arbitrario dell'intervallo 0<ir<iR) e tale
serie converge assolutamente per ogni \z\ <C R.

Ne segue l'esistenza di un punto singolare sulla circonferenza
di convergenza di tale sviluppo.

(3) Una ftinzione f(z) si dice unif ormemente differenziabile in una
regione R quando, prefissato e > 0, è possibile determïnare S taie che per
qualsiasi s 6 B, lûsulti

< £


