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Trasformate di funzioni di ripartizione.

Nota di ANeELO Pisrtora (a Milano)

Sunto. - S¢ caratierizzano ¢ nuclei K(x, t) per ¢ quali K(R) < C essendo
@, R, K(R) le classi di funzioni definite nel § 1.

Summary. - The A. characterise the kernels K(x, t) for which K(R)< @
where C, R, K(R) are defined in § 1.

1. Consideriamo le classi €, & ed Q definite nel modo seguente:

& @& la classe delle funzioni di ripartizione: cioé delle funzioni
F(f) mai decrescenti, continue a destra e per le quali F(— co) =0,
F(+ o0) =1.

C =C(&R) & la classe delle funzioni f(x), caratieristiche :

o0

= | e"=dF (1)
o sf(w) L: (

Fe&, x €I, = (— co <<z <<+ o).

Q & la classe delle funzioni K(x, ¢), (con K(0, {)=1 per ogni
te ), limitate in E=(—oco <x, t<+ o0), B-misurabili come
funzioni di #, per ogni x€l,, continue come funzioni di x, nel-
Vintervallo I,, per ogni {€I, escluso, al pil,, un insieme o, di
misura nulla su I,.

Posto

; Yz) = f K(x, HdF(l)
) Lo

(

AN

FeER; KeQ; xz€l,

consideriamo infine la classe K(&R) delle funzioni ¢(x) trasformate,
secondo la (2), delle F&&.

(Per ogni FE&R, K€ Q, la §(x), definita dalla (2), & conlinua e
limitata in I, .
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Infatti, dalla ipotesi | K(x, f)| << M in E, segue, per ogni z¢ I,

| () | < / | K(x, t)) dF(t)gM'/ AF(t) = M.

——0 _

Risulta poi, per ogni x, € I,., (1),

&X — X X — o
—00

lim Yx) = lim | K(x, HdF(t) = f K(x,, HdF({t) = Y(a,)).

2. Cid premesso dimostriamo il seguente TEOREMA.
K(R) S C se e solo se K(x, t)c@ per ogni t€ I, —o,.

Se K{x, t)¢ € per ogni t¢ I, — q,, allora risulta, per un teorema
di BOCHNER, (%).

(3) Z’?m q K(xﬂ — g t)’“’p';‘q = 0

1

(come di consueto z demota il coningato del numero complesso z)
per ogni { €I, — ¢, e qualunque siano V'intero », i numeri reali x,,
i numeri complessi , .

Ne segue, comunque si prenda F in B e per la scelta gia pre-
cisata di n, x,, u,,

4) Em q Y(x, -— xq)uﬂ&q -
- } S o K, — 20, ity { AF(t) =
:/1 w1 AF(H)=0.
It - Ot

(t) Cfr., ad es., CramEr H., Mathematical Methods of Statistics, Prin-
ceton Univ. Press, 1946, 67,

(?) Cfr., ad es., Levy P., Théorie de U addition des variables aléatoires,
Gautier-Villar, Paris, 1937, 39.



TRASFORMATE DI FUNZIONI DI RIPARTIZIONE 539

Hssendo poi ¢(0) =1, dalla (4) e dal teorema di BocENER cui
si accennava a proposito della (3), scende la tesi.
Supponiamo ora che K(&)C C. Risulta allora, (%),

28

m o U@ — Tg)U,ug =

(3)

=

= (135, i, — 2y, thuyi | Bt =0
1 ]

comunque si prenda F in & e qualungque siano Vintero =, i nu-
meri reali «,, i numeri complessi u,.

In particolare, indicando con |®p,, %p,, Bp, | 1 valori che com-
petono ad una scelta arbitraria di |«,, «,, B,{ nella classe dei
numeri razionali e posto wy, — op, + iBp,, sard

oo

n —
(6 1300 Kien — w0, tupiia{ apity =0

comunque si prenda F in & e qualunque sia l'intero =.
Data ’arbitrarieta della F, la (6) implica l’esistenza di un
insieme oy, di misura nulla su I,, tale da aversi

n —_
(7) S, = %pl o K(wp, — #q, tyupug, =0
per ogni t¢ I, ap, (%).

(3) V.la (3.
(¢8) Per provare la (7) basta estendere un classico ragionamento del
calcolo delle variazioni.
Se of, non esistesse si avrebbe allora S, <0 in un insieme o di misara
positiva su I;.
Possiamo anche supporre o chiuso e limitato, gpl,ql K(p, — q, t)upthg
1

continua in o.
Siano poi £, e ¢, le ascisse minima e massima di ¢: A il plurintervallo

n -
aperto formato dai punti di ¢,~ £,¢ 5; p = max | Xp,, g, K(®p,—xq,, {)up,uq, |,
t€o 1

— si noti che & p < 0.
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Facciamo ora variare |z,, «,, B,| nella classe (I') dei numeri
razionali.

Ad ogni scelta (r) di |«,, «,, B,! in (I') & pertanto possibile
associare un insieme L (di misura nulla su I,) tale che dalla
ipotesi:

i _
'?”Tq’l’ K(xf'r - qu, t)uﬂTun i dF(t)203

comunque si prenda F in R e qualunque sia U’intero n,
segua:

7

3]

X

Zina K(x,, — %q, t)""’r’f";q-r =0
per ogni t¢ I, — o, _.
Per ¥ arbitrarieta della F, la (5) implica dunque che sia

n

2y K, — 224, tyu,uy =0

per ogni ¢ €I, — 5, (5,== U+c,) e qualunque siano I'intero = ed i
numeri razionali x,, «,, B, con u,=—=o, + if},.

Cid premesso riprendiamo la (b) associando ai numeri reali
Zp, %, By, (U,=a,+18,), una successione di numeri raziomali
} Ep”, )‘pn, an ; - 3 Lpy %y, gp l .

Dalla (5) e da quanto precede scende allora, per ogni ¢ €I, — o,,
(u”k = )"’k + zy,,k),

n —
» »
21:p"q" Ky, — % Hunuy, =0

Cid premesso scegliamo F(¢) ponendo

F@)=0 per t<t,,
F@)=1 per t=4i,,
F'(t)=0 per 1€ A,

e 1
F'(f) = mis () per t¢o.

Per tale scelta di F'(¢) sara allora
g - 1
f; ‘:':PI'I\K(‘”I-M — %q, upuqg { AF(E) = m/t wldt=p <0
oo Pt

contro la (6).
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e quindi anche, per la continuitad di K(x, ¢) in I,

n

Zp, o K, — 24, tyupyu, =0
1

ciod la tesi per il teorema di BoCHNER cui si accennava a propo-
sito della (3).

3. Dal teorema dimostrato nel § 2 scendono due corollari dei
quali, il primo, & ben noto nel calcolo delle probabilita ().

CororLaARIO I. - Se f(x)€ € allora
1 g
Yoy = [ f)de = / fitz)dt € C.
0" ]

Infatti K(x, t) = f(tx)€ @ per ogni {€1,, (°), e la funzione

t per 0<<t<1
Ft)=¢{ 1 perit=>=1
0 per t<<0
€&, come & evidente.
. CoroLLARIO II. — Posto
1 X
(8) Jofor) = — ,‘ cos (x cos T)dr,
0
; fle)= f e'=dF(¢)
9 o
( FeER,

(5) Cfr. ad es., GIRAULT M., Transformation de fonctions caract. par
integration, <« C. R. A. Sc. Paris, 238, 1954, 2223, 24.

(6) Ctr., ad es., LoEve M., Probability theory, Van Nostrand 1953, 194.
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la funzione

(10) Y(x) =/J0(tx)dF{t) €C
e risulia )
(11) Ya) =1 | B flzcos )1 dt

[

(come di consueto R(z) denota la parfe reale di 2).
Posto

1
;rt per 0 <<t<m

Fity= 1 pert>=n=

v 0 per t<0,
K(x, t)=-cos (xcos t) =

=%‘ ewcost 4 g—ixcost |

dal teorema del § 2 scende che J,(x)€ @ pexrche F¢c &, K(x, {)€C
per ogni ¢ I,. Siccome poi Jy(fx) € C per ogni ¢{¢ I,, sempre per
il teorema del § 2 resta provata la (10).

Risulta infine, per la (8), 1a (10) e per essere F(t) a variazione
finita

Yo = [ Ftmyari =

—00

00 k3
= %/dF(t)/cos (tx cos 7)dr =
—00 [}

™
= 2 [ar [ cos to cos are) =
]

—_— 0

I

T
é%]; flx cos 1) + f(— xcost)| dv =
o

= %/R { flax cos t) | dr

essendo, come & ben noto. f(— x) = f(x) per ogni x¢ I,.



