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Equivalenza di classi di funzioni con sviluppo asintotico in
uu ançolo. Funzioni earatteristiclie.

Nota di BALTASAR R.-SALINAS (a Saragozza)

Suuto. - SI danno condizioni necessarie e sufflcienti perché due classi di
oo

funzioni analitiche che ammettono uno sviluppo asintotico 2 a,nz
n in

un angolo siano equivalenti.

Summary. - Necessary and sufficient conditions are given for two classes
oo

of analitic functions with an asymptotic expansion 2 anzn in an angle
ï

being équivalents.

Data una regione O contenuta in un angolo | arg z | < au/2 délia
superficie di RIEMANIST di log z con il punto frontiera 0 = 0 e una
successione positiva j mn \ indicheremo con Ko \ mn ; Cl } la classe
di funzioni f, analitiche in Ü, che ammettono uno sviluppo asin-

oo

totico S anz
n in Cl, in maniera che

0

{1) • | As) - Vove» | < Aq"mn | g |» (n = 0, 1, 2 , . . . )
0

per ogni z Ç H ed alcuna costante i e f dipendenti da ƒ.
Questo lavoro ha per oggetto principale stabilire le condizioni

che debbono soddisfare due successioni positive i mn' \ e | wn" j
affinchè

Ko | w f t ' ; n | = Ko i w n " ; n |

nel caso che O sia un angolo Aa ' \ arg z \ < air/2 di apertura <
Questioni analoghe sono state studiate da GOE^Y [3], H.

[2], BANG [1] e MAKDELBROJT [4] per le classi di funzioni indefi-
nitamente derivabili nella retta, nella semi-retta x > 0 e in un
intervallo.

Contiene tener presente qui una disuguaglianza che abbiamo
trovato in [6], Se f è una funzione complessaj definita in un an-
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golo Aa di apertura air ̂ 2iz e con lo sviluppo asintotico 2 anz'\ e se

(2)
M

(« = 0, 1, 2....)

«2—» «—ni

si ottiene

(3) L

per iij < n <; n2 con .4—5 e q = 2(e H- l)2—«

TEOREMA 1. - Sia 0 < a < 2 . a) Se

classe Ko j m1}; A a j contiene soltanto funzioni costanti.

b) Se

la classe Ko j mn ; Aa | coincide con la Ko | n(«—a*n ; Aa |.

c) Z/a classe Ko j n(a~2)" ; A a J contiene funzioni non costanti.

DIMOSTRAZIO^TE. - La prima parte risulfca immediatamente ap-
plicando (3) a ciascuna ƒ di K9 \ mn; Aa \ con nx — 0, » = l e t t j = w„,
essendo | nv j una successione tale che

l i m = 0.

b) Applicando la sfcessa disuguaglianza (3) ad ogni funzione ƒ
di KQ \ mn; Aa ! con ^A — 0 e n% = nv —- oo , essendo j nv j una

(*) Abbiamo in preparazione un lavoro in cui otteniarao disuguaglianze
simili per ragioni limitate-
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successione tale ehe
nv

hm = X,

risulta

)nB(> e Mn < A[\qYn^2^M,.

Pertanto f$K0 \ »(*-2)«; Aa\ e

KQ \mn; Aa\^ Ko \ »<«-2)«; ^ a | ,

da dove si deduce finalmente^ tenendo presente

hm / < oo,/

che entrambe Ie classi ÜTO | mn ; ^.a j e JST0 j nia—2^n ; Aa \ sono identiche.

c) Per concludere basta provare che la funzione fa s definita da

per 0 < a < 2 e per

(1 -f- g) log (1 -+- g) - 0
M 0 ) — ^â

per a = 2, appartiene a Ko | n&—2)n ; Aa ). Ciö si ottiene tenendo
presente che

j
per 0 ç^la e 0 < a < 2, e

o

per 0 g i r

Se \mn\ è una successione positiva taie che
n
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chiameremo j nin(^ f la successione determinata dalla condizione
che ) w ( 2 ~ a ) X ( a l ! s i a *a regolarizzata convessa logaritmica di
» n{2—a)nmn {, cioè, che \ log [n\2~»)wmnM] | sia la regolarizzata con-
vessa di i log [n(2-a*nm„] | .

TEOREMA 2. - Se 0 < a ^ 2 e la successione positiva | mn \ sod-
disfa la condizione

Ie classi Ko | m;i ; A a | e Ko | m„(a) ; A a j sono identieke.

DIMOSTRAZIONE. - Evidentemente, essendo mnW<,mn, si ha

E,eciprocamente, tenendo presente (3) per ciascuna funzione f di
iT0 j mï4 ; Aa j risulta

Jf„ = MJf) ^ ^g"«„<«) (» - 0, 1, 2 , . . .

e pertanto

Quindi

- Si dice che f è tena funzione caratteristica di una
classe K 0 (m r t ; Oj se appartiene ad essa ma non a nesstin7 altra
classe K o | m „ ; O | contenuta m K 0 | m „ ; Q | .

A S A N JTJAIST [7] si deve il s e g a e n t e :

TEOREMA 3. - Ciascuna funzione f, analitica in Q, che ammette
oo

uno sviluppo asintotico S anzn in Q co^ limiti finiti

Mn = Sup
S 6 Û

As)— S av

(» = 0, 1, 2 , . . . )

è funzione caratteristica délia classe Ko | M„ ; H { ma non di nes-
sun' altra.

(2) Questa condizione équivale, secondo il teorema 1? a ohe K9\mn\ Aa\
contenga funzioni non costanti.
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TEOREMA. 4. - Ogni classe Ko j m7l; Aa \ possiede funzioni carai^
teristiche.

DIHOSTRAZIONE. - Secondo il teorema 2 possiamo supporre che
{n^2-^nmn î è una successione logaritmicamente convessa (3). Allora,
la funzione ƒ, definita da

con

è una funzione analitica in J[a che ammette lo sviluppo asintotico-

S anz
n in .4a con coefficienti

o

a« — r[(» H- I)Y H- 2]

per 0 < a < 2 e

2)

per a, = 2, essendo

sa» = .

Questa funzione appartiene inoltre alla classe Ko \ mn ; Aa \, dato*
che secondo il teorema 1 c) risulta:

t(z) — S ofcÉ
7c=0

(3) Se

l i m = 0
na—2

n

ciascuna funzione costante è una funzione caratteristica di Ko j mM ; A%
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p e r 0 Ç ^ a e n = 0, 1, 2,. . ., con altre parole, f €ÜL0 | w<«—2>nsn; >la j ,
e per essere j pn j logaritmicamente convessa è

Pv 7 Pv

qualunque siano gli n e v, e

V—O a

.per w = 0, 1, 2, ...,
Siccome dJaltra parte per certe costanti positive A e q si ha

_ 1 ) Y ^ 2) — 2

per öt < 2 e

per a = 2, qualunque classe KQ | w*n'j L̂«i che contenga a / contiene
anche a K0\mn; Aa\ e per conseguenza fèfunzione caratteristica
di K0\mn; Aa\ (%

TEOREMA 5. - Supponiamo oc<2, perché la classe K0}mn'; Aa j
sia contenuta in Ko | mB" ; A a | è necessario e sufficiente che

hm 1/ n „ < o o .

DIMOSTRAZIONE. - La condizione sufficiente è immediata te-
aiendo presente il teorema 2. La condizione necessaria si deduce
per contenere ÜL0 | WB"; Aa j la f unzione caratteristica ƒ di KQ ! m„'; J.a I
-costruita nel teorema 4, che ha la proprietà che

n = Mn(f)).

Questa dimostrazione è ispirata a quella data da BANG in [1].
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COROI/LARIO 1. - Supponiamo a < 2, perché le classi Ko | m'n; Aa j
e Ko i mn" ; Aa j siano identieke (o equivalenti) è necessario e suffi-
ciente che

cioè, che j m'tt
(ct) I e | m"„N Î siano esponenzialmente équivalents

COROLLARIO 2. - Supponiamo a < 2, Ze funzioni caratteristiche
f d* K0 |mn ; Aa ! sono caratierizzate dalla propriété che \ mj^i sia
esponenzialmente equivalente alla successione |M„i d« limiti Mn c= M„(f)

sviluppo asintotico di f m A a .

OSSERVAZIONE. - Per Ze classi C } m„ ; Aa j c& funzioni analitiche
in Aa e 2aZt c/ie

| / ( " ^ H < ^ H m n (n = 0, 1. 2,...)

per certe costanti A e q dipendenti da f, si possono dare teoremi
analoghi per a <: 1 definendo la successione \ mn'«) ! per Za condizione
che | n*1"ai«mw*ûî) { sia Za regolarizzata logaritmica convessa di
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