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Equivalenza di classi di funzioni con sviluppo asintotico in
un angolo. Funzioni caratteristiche.

Nota di Bavnrasar R.-SariNas (a Saragozza)

Sunto. - Si danno condizioni necessarie e sufficienti perché due classi di
o0
funzioni analitiche che ammetfono uno sviluppo asintotico Z a,z" in

un angolo siano equivalenti.

Sammary. - Necessary and sufficient conditions are given for two classes
o0

of amalitic functions with an asymptotic expansion 2 a,z" in an angle
1

being equivalents.

Data una regione Q contenuta in un angolo |arg z| <<an/2 della
superficie di RIEMANN di log z con il punto frontiera z2=0 e una
successione positiva |{m,| indicheremo con K,|m,; Q| la classe
di funzioni f, analitiche in Q, che ammettono uno sviluppo asin-

oo
totico X a,#" in Q, in maniera che
0

n—1
(1) . [flz) — 2 ave| << Ag'm,, |2 |" n=0,1,2...)
0

per ogni z€ Q ed alcuna costante 4 e g dipendenti da f.

Questo lavoro ha per oggetto principale stabilire le condizioni
che debbono soddisfare due successioni positive 1m,’ | e {m,” |
affinche

Kytm, ; Qt =K, |m,”; Q|

nel caso che Q sia un angolo A,: |arg z| << ax/2 di apertura o< 2=,

Questioni analoghe sono state studiate da GorNyY [3], H. CARTAN
[2]. BaNG [1] e MaxDELBROJT [4] per le classi di funzioni indefi-
nitamente derivabili nella retfa, nella semi-retta >0 e in un
intervallo.

Conviene tener presente qui una disuguaglianza che abbiamo
trovato in [6]. Se f & una funzione complessa, definita in un an-
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oo
golo A, di apertura aw <Z2x e con lo sviluppo asintotico 3 a,2", e se
0

n—1
| fe)— 2 a,2"
(2) Mn = Mn(f) - Sup TR (n =0, 1, 2 )
zE Aaz Z '

e

B, =u""""M, (B, = M,),
si ottiene

Nng—n n—mny

(3) Bn < Aanm’nz—ﬂl Bn2n2—nl

per n,<<m<C#h; con 4 =5 e q=2(e+ 1)2—= ().

TeEOREMA 1. - Sia 0 <a<<2. a) Se

%
\/ m,
nr*—2

lim

n

=0,

la classe K, m,; A,}| contiene soltanto funzioni costanti.

b) Se

V4

n'l
— = A <co,

0 <lim
la classe K, {m,; Ayl coincide con la K, nle—2%; A, |,

c) La classe K, { nle—2n; A, | contiene funzioni mon costanti.

DimosTrAZIONE. - La prima parte risulta immediatamente ap-

plicando (3) a ciascuna fdi K, im,; A, conn, =0, n=1e n,=mn,,
essendo |#,} una successione tale che

b) Applicando la stessa disuguaglianza (3) ad ogni funzione f
di Ky{m,; Asi con n,=0 e my=mn, — co, essendo !7,| una

(t) Abbiamo in preparazione un lavoro in cui otteniamo disuguaglianze
simili per ragioni limitate.
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successione tale che

Ry
!
Vm,
. v
lim =1,
v ny*

risulta
B, << A(\q)"B, e M, << A(rg)"nlo—2m][,.
Pertanto fEK, | nle—2n; A,} e
Kyim,; Ay} < K, |nle—2n; 4,1},

da dove si deduce finalmente, tenendo presente

n

— (x—2)n

lim V/n < oo,
n I)nn

A, e K,{nle—27; A, | sono identiche.

che entrambe le classi K, | m

ns
¢) Per concludere basta provare che la funzione f,, definita da

(— 2

M= T T+ )

y=2—aq
per 0 <<au <2 e per

(1+2)log(l+2)—=z
32

fol2) =

per « =2, appartiene a K,{nl—2%; A,1. Cid si oftiene tenendo
presente che
a+ioo

e
= %n [t*+zt2 (@>0)

a-—i00

per 2€4, e 0 <<a <2 e

fule)= [ ==F at

1+ 2t
0
per z€ 4,.
Se {m, | & una successione positiva tale che

lim \/m

’Vl>0
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chiameremo |m,(*{ la successione determinata dalla condizione
che jn(—anp (@)} sia la regolarizzata convessa logaritmica di
|ne—olmm, | cio®, che }log [nz—2"m, (@]} sia la regolarizzata con-
vessa di jlog [niZ—%nm, ]|,

TEOREMA 2. — Se 0 <u<<2 e la successione positiva \m,| sod-
disfa la condizione
n

lim Y% > 0, (3)

n’l
le classi Ky im,,; Ayl e Ky im,(#; A, { sono identiche.

DiMoSTRAZIONE. — Evidentemente, essendo m,(»<<wm,, si ha

Kytm,a; A, < Kylm,; 4.1},

Reciprocamente, tenendo presente (3) per ciascuna funzione [ di
Kytm,; 4,1 risulta
M, = M,(f) << Aqg"m,, n=0,1,2,...,
e pertanto
K,im,; Ax} < Kyim, (25 Ayt
Quindi
Kjim,; 4.1 =K,\m,®; A1},
DeriNizIONE - Si dice che f & una funzione caratteristica di unae

classe K,|m,; Q| se appartiene ad essa ma non a nessun’altre
classe Kyim,; Qf contenuta in K,| m,; Qi.
A Sanx Juaw [7] si deve il seguente:
TeorEMA 3. - Ciascuna funzione f, analitica in Q, che ammette
0o
uno sviluppo asintotico X a,z" in Q con limiti finiti

"]

n—1

fle)— 32 a2
M,lzsgg —— n=0,1,2...)
2

¢ funzione caratteristica della classe K\ M, ; Qi ma non di nes-
sun’ altra.

() Questa condizione equivale, secondo il teorema 1, a che Kgjm,; 4a}
contenga funzioni non costanti.
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TrorEMA 4. - Ogni classe K, | m,; A, | possiede funzioni caral-
teristiche.

D1ymosTRAZIONE. — Secondo il teorema 2 possiamo supporre che
jmiz—2inm | & una successione logaritmicamente convessa (). Allora,
la funzione f, definita da

con
Bn =nlz—= n’y"/n (go = mo\P

¢ una funzione analitica in 4, che ammette lo sviluppo asintotico.
oo

2 a,z" in A, con coefficienti

0

. ( _ 1)ns”
"I + 1)y + 2]

per 0 <a<<2 e

N et I
T (w + 1)(n + 2)

per » =2, essendo

n=Ea (5]

Questa funzione appartiene inoltre alla classe K,|{m
che secondo il teorema 1 c) risulfa:

w5z a i) =

; k—o Sx \ Py

; 4,1, dato

"I

fiz) — ”ilakz"
k

=0

g H (ﬁv+1)_"

oo B, ,\n—Vv
= Ag"nlo—aAm ¥ %( ?1) jz|"=
y=0 v

= Agnie=s, | [*

(?) Se

ciascuna funzione costante & una funzione caratteristica di K, !} my; 4al.
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perz¢ A, e n=20, 1, 2,..., con altre parole, f€ K, |nle—2ns ; A,
e per essere |B, | logaritmicamente convessa &

({3”+1)n—v = &
By By
qualunque siano gli » e v, e
> 1
s’l’L é pll E g; - 2?’11 - 2n(2—a)’nm'n
v=0

per n =20, 1, 2, ..,
Siccome d’altra parte per certe costanti positive 4 e ¢ si ha

M,=>|a,| = ——n 1 B o
.n—l ni I‘[(” + 1)y + 2) 22” F[('n, <+ 1)Y —+ 2] 2Aq”
per a <2 e
Sy i pn m”
M, =la,| “m+ D+ 2)2 2" (n + 1)(n + 2)2 Agq"

’

per « = 2, qualunque classe K, { m,’; A,! che contenga a f contiene
anche a K,|m,; As{ e per conseguenza f & funzione caratteristica
di Ky im,; At ().

TEOREMA B. — Supponiamo « <2, perché la classe K,jm,'; A, |
-sia contenuta in K,|m,"”; A,| & necessario e sufficiente che

"
]/ <o

n n

DiMoSTRAZIONE. — La condizione sufficiente & immediata te-
nendo presente il teorema 2. Lia condizione necessaria si deduce
per contenere K, {m,'’; A, | la funzione caratteristica f di K,im,’; As|

costruita nel teorema 4, che ha la proprieta che

n ______
S (@)
lim ]/’”T < oo (M, = M ().

{4) Questa dimostrazione & ispirata a quella data da BanG in [1].
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CoroLLARIO 1. - Supponiamo x << 2, perche le classi X, im’',; A, |
e K,im,”; A, siano identiche (0 equivalenti) & necessario e suffi-
ciente che

m, u(a)
0 < hmV ia) < oo,

ci08, che | m', @ | e {m"”, 0! siano esponenzialmente equivalents.

CoROLLARIO 2. — Supponiamo «<<?2, le funzioni caratieristiche
fdi Xotm,; Ayl sono caratierizzate dalla proprietda che jm, (@) siq
esponenzialmente equivalente alla successione 1M, di limits M,, = M, (f)
dello sviluppo asintotico di £ in A,.

OSSERVAZIONE. — Per le classi Cim,; A, di funzioni analitiche
m A, e tali che

[ (21| << Ag"m,, (n=0, 1. 2,...)

per certe costanti A e q dipendenti da f, si possono dare teoremi
analoghi per « <1 definendo la successione | m, @ | per la condizione
che | ni—anm (@} sia la regolarizzaia logaritmica convessa di
] n(l—a)nmn i
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