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Sur quelques extensions d'un théorème de Titchmarsh.

par SERGE YASILACH (a Bucarest)

Smiimary. - In the present paper the author gites some extensions of

Titchmarsh's theorem: 1 ƒ e**f(x)dx = 0, z a complex number J = > j f = 0
a

a. e. in the interval (a, b) of R j , to scalar measures defined in the
n

paraleïlotope T= n [a7-, hj] o/"Rn(n^l) and also to functions defined

in In f taking values in Kw or in a locally convex space ï1, whicJi are
integrable with respect to a positive measure [i on r n .

1. E. C. TITCHMARSH a démontré, (v. [1], Lemma 2.1, p. 287-288) Ie
THÉORÈME 1. - Soient: R la droite réelle; I un intervalle fini

de R d'origine a et d'extrémité h, a < b ; f(t) une fonction numé-
rique sommable dans l'intervalle Ipour la mesure de Lebesgue sur ƒ?.

Si
b

alors f(t) = 0 p.p. dans I.
Dans le présent travail nous exposons quelques extensions de

ce théorème, aux mesures et aux fonctions définies dans Bn
i n7> 1.

Soient :
Bn = espace euclidien à n dimension, n> 1;
XH = espace numérique isomorphe à Rn;
H« = dual de X";
Zn = E" ~\- iEn = espace vectoriel à n dimension complexe,

canoniquement construit sur Sn (ou espace des formes linéaires à
valeurs complexes sur Xn);

% = ?; + H» 0 = ? H- n, l € S", ÏÎ€3B,
n

& ' t= S 0j£j = produit scalaire à valeurs complexes;
7 = 1

Fn = pavé formé de n intervalles d'origine (aj)i<;<n et d'extré-
mité (&j)i<;^«, les (%)i<;<«, (&,,)i<;<n ayant des valeurs finies et
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Soit, d'autre part, [JL une mesure quelconque sur Rn ; on a:

THÉORÈME II. - Si

où

3 = 1

Remarquons tout d'abord que l'on peut toujours ramener le
pavé rn au cube Kn = [— 1,1]", par le changement de variables

ce qui nous donne

— a. 6M — aM

En posant

- a , . fc,-*-^ b„ — aH

le théorème I I est ramené à montrer que

F{z) = j e**dv(a;) ̂  Q| => (v; = dans Èn = 1 - 1, 1 ['•)•
Rn
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Pour simplifier les écritures, nous donnons la demostration
pour M = 2, en prouvant que:

i i

F(B1 , e9)= I I erv*i+s***é*(xx, x 2 = 0 ) = > (v — 0 dans K% = — 1, 1 [0-

—i —i

DÉMONSTRATION.

Prenons
0, =irn, 0i = i7ït;

il vient :
i i

(5) F(irilf irï2)-^F{vn,,- *-/)2)=2 1 e*m*i ƒ cos ̂ ^ [ d v ^ , x2)—dv(xx,—x2)]

et

(6) J^- i ï in i-o^-HjPX—*ïïi,-**08)=2/e *^*J cos7jîa;ï[dv(a51,aîî)-dv(a5l,

Donc

(7) F

—1 0

= 4 i cos ïi!»! 1 cos yj^ldv^!, x,) — dv(a?,, — as,)] =

1 1

= 4 / ic

^ ü . i . ,, , i ! , / n s i n yj.-w, s i n 7],w2 JEn multipliant les deux membres de (7) par ; — et

en intégrant par rapport à y\l de 0 à X,, et par rapport à y\t de 0
à X2, on a, eu appliquant le théorème, de FUBIKI (V. BODKBA_KI [2],

Théorème 1, §8, no. 1):

(8)

Al A2

o ó

i i

= *ƒƒ[*(*„«,)_
o o

r/sinjo

Â, — x 2 ) —

sin ) , ,
cos y\xXi cos
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Mais pour ut, xi3 (i — 1, 2), réels, on a :

s i n /), te, s m ) , 2
— COS t\xXx — COS as in uYz

Donc, en vertu du théorème de Lebesgue de passage à la li-
mite sous le signe d'intégration, (N. BOURBAKI [3], Théorème 2
du chap. IX, § 4, nr. 3) on a pour X1~> -+- oo, Xt=>-+oo:

i i

ce

0 ô

/'/'sinte.r,, si
. i j c o s r x _
JJ 'ii

0 0

= [[\F(i7i ir)-t-F(iri - n )
JJ Ol' Ol ' ^

00 00

Mais

(10)
0 ( Opour x ~> u

Donc, eu égard à (10) et à la condition F(zx, 02) = 0, la relation
(9) prend la forme :

(11) N[dv(xls xs)—dv(xl9 —x^ — d^—x^ x2)-h dv(— xï9 —

pour 0 < ttl < 1 ; 0 < w2 < 1.
D'autre part on a:

(12) F(ir\x, irlt) — F(ïf\,, — f/]3) = 2il j e ^ i s i n ^xidv(xl,

1 1

= 2i j e^i^i ƒ sin rï%xj[dv(xx. x%) -+- dv(os1, — a?,)]
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d'où:
1 1

(13) F(-~i^iii^tt) —F(—i'iu—if}t)—2il e—*"ni

et

(14) F{iy\ï , irl2) — F{i^, — h\t) -+- F(-

î î

= M I coQv\lxl f s in v)taîj[dv(aji. x2) -+- dv(xj, — x2)] =

— 1

1 1

= M I cos TJ.ÏT, / s in y\ixi[dyf(xl^ x2) -+- dv(oc1, — x2) — dv(— x J , x2) —

7 ./
0 0

— dv(— « i , — Xi)].

En multipliant les deux membres de (14) par—;—— ; — ,

alors par des opérations analogues aux précédentes, on trouve:

OO OO

(15 ) / / — — [F(ir\i, ivj2) — F(if\i, — iv)2) -f-
J J rrll "02
0 0

1 1

= 4^ ƒ ƒ [av(Xi , 0̂ 2) •+- dv\Xi, — a52) — av(— Xi ̂  a?2) — «v(— ic^, — X2)J •

0 0

OO OO

/

s in ttiV). f l
COS •f\iXid'r\i I —

0 0

Mais

OO

(16) p-

OO

— cos
cos

— cosw2-/j9 i TT/2 pour 0̂ 2 < ^> -
c o s 'f\2Xîd-f\% = ] ' .

1 0 pour x2 > **2

Donc, en vertu de (16) et de la conditionnai, s2) == 0, la rela-
tion (15) nous donne:

(17) Jj[d«xi,
0 0
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De même, compte tenu de (12) et (13), on a:

F(i'ii » Wi) - F{ir\i, — irt2) — F{—ii\i, ^)2) + J^(— ̂ U » — W2) —

1 1

= — 4 i s in "Oî i / s in /)2X;>[dv(Xi » #2) •+- dv(Xi, — x2)] —

—1 0

1 1

= — 4 1 / si
0 0

sin vu;»! sin v)2Xs[cïv(a51, x2) H- dv(Xi, —cc2) H-

-H dv(—xiT x,) H- dv(— x£ , — x%i\ — 0.

En multipliant cette relation par , on

trouve par des opérations analogues aux précédentes :

«1 u2

18) I / [dv(Xi , X2) -+- dv (x 4 , — Xj) H- CÏv( - Xj , Xg) -4- dv( - Xi , — X2)] = 0,

0 0

pour 0 < Ui <. 1, 0 < w2 <: 1.
Enfin les relations (5) et (6) nous donnent:

1 1

= U / s in v)iXi / cosvjgîCsfdv^i, x2) —

— 1
1 1

= 4^ I 1 sin v) tXi cos 7)2x2[dv(xi,x2)—dv(xi;—X2) -+- dv(—xu x2)—dv(—Xi,—x2)].

0 0

En multipliant les deux membres de cette relation par

—-, on trouve de même, par des opérations analogues aux

précédentes:

r*ï2
(19) I / [^ (Xi , x2) — dv(xji, — x2) H- dv( - xt, x2) — dv(— xi, — x2)] — 0.

J J
0 0

pour 0 < Ui < 1, 0 < u2 < 1. En posant :

« 1 W2 Ml M2

i - j j <2v(Xi, ^ ; i _ J jdv(a5l> -*,)
0 0 0 0

Ml «2 *tl «2

•— [fdv(—x x)' X — ( fdv(—x — x
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les équations (11), (17), (18) et (19) sont équivalentes au système
suivant d'équations linéaires et homogènes:

(21)
Xt -+- X, - Z, - X4 = 0
Z t -t- Za -+• X3 -+- Z4 == 0
Z4 — Z2 H- Z3 — Z4 = 0

qui n' admet que la solution unique :

(22) X1 = X ï = Z 8 = Z4 = 0.

Compte tenu des notations (20), la solution (22) s'écrit encore :

(23) ƒ ƒ d v ( a ! i ' ^ =Jjd<xi > — «e») =
0 0 0 0

= / J dv(— ̂ , x2)=jj dv(- aci, — OÎ2) = 0
0 0 0 0

pour 0 < xi <z ut <C 1, 0 ^ ac2 < te2 < 1. Mais

«1 W2

(24) (J fd<*> ri = ° P°ur 0 <£«! < 1, 0 <£«, < l) =>
0 0

= > ( v = 0 dans]0, 1 ]2).

2. On démontre la proposition exprimée par l'implication (24)
en considérant la fonction h variation bornée qui définit la me-
sure v. Mais, étant donnée l'importance de cette proposition dans
diverses applications, nous en exposons ci-après une démonstra-
tion qui nons semble inédite, en démontrant le

THÉORÈME III. - Soient:
Rn l'espace euclidien à n dimensions, n> 1; a= \ a4, a2,..., an I;
un point fixe et x=\xl, x2,..., xn\ un point variable de Rn\

n

ILç — n [«;, Xj [ pavé semi-ouvert, produit de n intervalles, d'ori-

gine fixe a5 et d'extréwrité variable x5, tels que — oo < a$ < x5 < b5 <

< oo, l < j < n ; r n = II [a ; , bj[=pavé fixe semi-ouvert, contenu

dans ƒ?".
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Soit [A une mesure quelconque sur Rn.
Bans ces conditions, si la mesure ^(H^) est égale à zero, alors

o n

on a JA = 0 dans le pavé ouvert Fn — Iï ] a?) b3 [.

DÉMONSTRATION

La démonstration de ce théorème s'appuie, en premier lieu,
sur la propriété soustractive de la mesure f/.,

i. e. (FczE) => a(E - F) = ut® — viF).

n

En effet, soit II [ a,, £y[

un pavé semi-ouvert quelconque, contenu dans Tn. On a

d'où

(25) K n [a,, pJD = Hnn1[aJS p , [x(K, M - K , ^[)
ƒ=! ;=l

Mais

V f a j , e , [x[a , ) 5 Pnt^Vfoç, , p j [X[a n ) aB[,

donc, i/. étant soustractive, il vient

A n [«,, p?[) = ̂ (V[a,, s ; [ x K , hD-v-Cn[**> fe[x

De même

K n [a^ fc[x[anî p„[) =

= M n [a^p^xCK-i, P»-i[-K-i, aB_4[)x[an,
7 = 1

K n [*J,PjLx[a«,*«D=îjLl 5 [«/»
7=1 ƒ = !

-et

H [a,, P^x^-i, ^-ilaVfaj,
7=1 ƒ = !
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donc

7 = 1 7 = 1

- < A ( V [ > ; . , p ^ x l a ^ ^ , P»- i [x [a f l , a,,|)-»-
ƒ=!

-+• K n "[ a,-, 6, [ x [ aB_A, aB_4 [ X [ an , an [).
y=i

Par des opérations analogues aux précédentes on trouve fina-
lement :

(26) K n [a,, p,[) = K n [aj9 p,[)— S ^([a1; p , [ x [ a 8 , p8[ X ...

... x [a, ,! , PJT—IC X [a,-, a;[ X [aj4.4, pi+1[ X ... [an , pn[) -+-

... x [a,-_i, Sj_i[ X [aj, a;[ x

7 = 1

Eu remarquant que toutes les mesures du second membre de
(2) sont égales à zéro par hypothèse, on trouve

A n [a,, PJD = O.
J=I

M

quel que soit le pavé semi-ouvert TT \%j7 ̂ [ contenu dans Fn.
7—1

Soit d'autre part G un ouvert de Rn contenu dans FM. G est
(v. [4], Prop. 3.6) réunion dénombrable de pavés semi-ouverts et
disjoints, i. e.,
G= U Jh9 Jk[}Jj=Q pour j=j=&, et Jk = fl [a/, p/ [ d F„ -

/ ceN ƒ—1

a / > a i 5 1 < i < n , k£N =\ 0, 1, 2, ... i.

D o n c

KG) = K U J») = s

Mais ^(J/i) = 0 pour tout pavé semi-ouvert Jk de Fn; par consé-
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quent
KG) = 0

sur tout ouvert de F„.
En posant

(27) <G) = v.+(G)-yr-(G)

la relation [/.(G) — 0 ent ra îne

(•28) f*+(G) = HL-(G)

quel que soit l 'ouver t G, de F w . Para i l l eurs to t ouver t G é t an t
relat ivement compact, donc intégrable, on a

(29) ^+*(G) = ^(G) et (*-•(<?) = HL-(ff),

î/.+*(G) (resp. (Jt,—*(6r), étant la mesure extérieure de G pa r r appor t
à [/."*" (resp. !*—).

Soit enfin A un ensemble quelconque, contenu dans F„ • p-r*(A-
(resp. [x-* (A)) est (v. [3], Chap. IV, § 1, Prop. 19) égale à la borne
inférieure des mesures extérieures des ensembles ouver ts conte
nant A, i. e.,

(30) !*+*U) = inf [/.+*«?) ; v-~*(A) = inf [*-*(G)

0 étant l 'ensemble des ensembles ouvertes contenant A.
Si A est intégrable. alors, eu égard h (29), la relat ion (30) peut,

encore s'écrire:

(31) ^(A) = inf ̂ (G) ; ^(A) = inf ^-(G).
Gt O G€ O

En outre, la relation (28) entraîne

(32) inf ^+(G) = inf u~(G),
Ge O Ge O

donc de (31) et (32) on tire

(33) p+(A) = |x-(A),

pour tout ensemble intégrable A contenu dans FM, en particulier^

(34) ÎX+(Z) = y.-(K)

pour tout compact X contenu dans Fw. Donc

(35) J/.+ = (x- dans F,, ̂



396 SERGE VASILACH

car (v. [3], Chap. IY, § 4, Cor. de la Prop. 16), si deux mesures
positives u. et v sur un espace localement compact E, sont telles
que \J.(K) = v(K) sur tout compact K de E, alors on a y. = v. Donc

JJL = 0 dans f„ . c. q. f. d.

3. Revenons maintenant au théorème II.
En vertu du théorème III (donc de l'implication (24)), les rela-

tions (23) nous donnent :

dans J 0, 1 [2, donc v = 0 dans ] — 1, 1 p.
Par conséquent, le théorème I I est ainsi démontré pour n = 2.

Démonstration analogue pour n ;> 2,' en s' appuyant sur le Théo-
rème III, c. q. f. d.

REMARQUE 1.

Le théorème I I I possède deux importants corollaires, à savoir :

COROLLAIRE 1. - Soit f une fonction numérique finie et inté-
gràble pour une mesure positive \*. dans Tn. Si

= 0

alors on a /—O p. p. dans Tn

En effet, on peut écrire

(36)

où v est la mesure de densité f par rapport à la mesure positive
y,. (Y. [2], § 5, Définition 2).

En vertu du théorème III, v(il^) — 0 entraîne v = 0, i. e.,

/ . (JL = 0 dans f,,, donc (v. [2], § 5, Cor. de la Prop. 5), / — O p.

p. dans T. c. q. f. d.

COROLLAIRE 2. - Soit F un espace localment convexe séparé,
quasicomplet sur ƒ?, tel qu'il existe dans le dual F' de F une suite
(cO partout dense pour la topologie faible <*(F', F),

Soit LlF(rn9 y.) V espace des fonction définies dans Vn9 à valeurs
dans F et faiblement intégrables pour la mesure positive \*. sur Rn.

Dans ces conditions, si~f € _LV(I\M a) est telle que

<B7)
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_ ^ Q

alors on a f = 0 dans Vn, sauf sur un ensemble ^-négligeable
H de Tn.

DÉMONSTRATION-.
Par définition, l'intégrale faible du premier membre de (37)

peut encore s' écrire

(38) J T (5), dp (?) = f < 7 ( 0 . a7 > *A(E) = 0
^ fi*

pour tout a7" ç J1'. En particulier, on doit avoir

ƒ< 7©, < > dp® = o,

pour tout élément a'n de la suite (a'„), partout dense dans JF7' faible.
D'autre part, de (38) on tire, pour tout a'n, en vertu du corol-

laire 1, la relation < f (x), a'n > = 0, sauf sur un ensemble négli-
geable Hn, qui dépend de a'„. On exprime encore ce résultat en
disant que l'ensemble Hn &e&x€Tn tels que <Tf (r), "a'n > =: 0
est jj—négligeable. Il en est donc de même de leur réunion H
(v. [5], Chap^IY, §_2, Prop. 4).

Donc < f (cc), a'n :> = 0 pour tout x $ H et pour tout n. Cela
signifie que les formes linéaires faiblement continues sur F\
z'=> < / (ce), z' > , sont nulles en chacun des points a'„, donc

nulles sur .F', (a'ai) étant partout dense dans F' faible, Donc (v.
[3] Chap. IY, § 2, Prop. 10), f(x) ~ 0 pour tout x $ H. c. q. f. d.

REMARQUE 2. - L'hypothèse du Théorème III s'applique en
particulier, lorsque F est un espace localement convexe métrisable,
tel qu'il existe dans F un ensemble total dénombrable, car dans ce
cas, il existe (v. [5], Chap. IY, § 2, Cor. de la Prop. 3) dans le
dual F' de F un ensemble dénombrable partout dense pour la
topologie faible.

Du Corollaire 1 et du Théorème II, on déduit
TÉORÊME IY. - Les notations étant celles du théorème II, et dti,

Corollaire 1 du Théorème III, si f est une fonction numérique
intégrable pour une mesure positive j/. dans K„ — [ — 1, l]ft et si

K„
où
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alors on a
ƒ—0 p.p. dans 1['\ ] — 1,

DÉMONSTRATION. - En posant v(x) = f(x)\i(x), on est ramené au
théorème I I ; donc (F(z) = 0) => (* = 0 dans Vn), d' où (v — f. p. — 0 =>
=> (ƒ — 0 p. p. dans F,,) en vertu du Corollaire 1 du Théorème III.

Enfin, le Théorème II et le corollaire 2 du théorème III nous
permettent de démontrer le

THÉORÈME Y. - Soit F un espace localement convexe séparé,
quasi-complet sur R, tel qu'il existe dans le dual F' de F une suite
par tout dense pour la topologie faible a(F', F). Soit L 1^!^, <x)
l'espace vectoriel des fonctions définies dans le pavé Kn = [—1, l]n

faiblement intégrables pour une mesure positive ^ dans le pavé
K„. _

S» f ç L'F(r„, y) est telle que

F(s) = ezx f{x)d\j.(x) = O,

<
où

f»

% = l + i'*\> l 6 3", 7j Ç S", sx = S ^,05,,

on a f = 0 daus r„, sawf sur ten ensemble ^-négligeable de Tn

DÉMO>rsTjaATiOjsT. - On a

F(z) = j e™ iTxW(x)=
K_ K K

pour tout a'» £F\ donc

pour tout élément a'„ de la suite (a'w), partout dense dans F'. D^autre
part, en vertu du théorème IV, on a <Cf(x), o7^ > = 0, sauf sur
un ensemble négligeable Hn, qui dépend de «'n. Donc en vertu
du corollaire 2, il vient ƒ = 0 dans Pn sauf sur un ensemble H
de Tu, négligeable pour la mesure positive [A sur Tn.
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