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Sul gruppo delle collineazioni di un piano grafico di ordine 27
introdotto da 0. Veblen e J. H. Maclagan Wedderburn.

Nota di RoBERTO MaGARI (a Firenze)

Sunto - Si studia il gruppo delle collineazioni di un piano di ordine 27
su un quasicorpo commutativo e distrihutivo, F, (introdotio dal D kson)
determinando ¢l gruppo, G, delle collineazioni esprimibili come pro-
dotti di sostituzioni Limeari a coefficienti in F per awtomorfismi di F.

Summary - The collineation group of a 27 order plane on a commutative
and distributive neur-field, ¥, (introduced by Dickson) is studied,
determining the group G, of collineations which are obiained as
prod cts o' linear substitutions, whose coefficients are wn F. for auto-
morphisms of F.

1. Sono stati completamente determinati i gruppi delle collinea-
zioni dei piani su quasicorpi associativi finiti (J. ANDRE [1]) e dei
piani di HucHES (G. Zaprpa [10] e L. A. RosA11 [8]). poco si conosce
invece intorno ai gruppi delle collineazioni di altri piani non
desarguesiani. Mi sono proposto di studiare il problema per uno
dei piti semplici esempi di piani non desarguesiani e non appar-
tenenti alle classi citate.

DicgsoN introduce in [4] una classe di quasicorpi non associa-
tivi: il minor ordine possibile per tali quasicorpi & 27 ed esiste
un solo elemento della classe di tale ordine. Si tratta di un qua-
sicorpo, F, commutativo e distributivo i cui elementi si possono
scrivere nella forma Zae, con a,=0,1, — 1 ed ¢, =1, 4, j. La
tavola di moltiplicazione si costruisce in modo ovvio dalla seguente,
relativa ai soli elementi 4, j.
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Il piano = sul quasicorpo F, introdotto da VEBLEN e MACLAGAN
‘WEDDERBURN in [9] si pud cosi definire:

(, 9, 1)
punti di = sono le terne dei tipi: ¢ {(«, 1, 0)
(1,0, 0)
<l,v,w>

% punti impropri

rette di = sono le terne dei tipi: ¢ <0, 1, w >
<0, 0, £ > retta impropria

ad elementi in F'; un punto (x, y, #) appartiene a una retta < u,
v, w > se e solo se:

(1) ux + vy + wz = 0.

In quanto segue studierd il gruppo G (') formato dalle collinea-
zioni di = esprimibili mediante le:

T = @),00 + 0,50 + @,30%
(*) y' == (g, 0%+ (g, OY —+ Ugy02

[J—
& = Q3,0 + Qg340Y + Q5302

con a;¢ I' e ¢ automorfismo di F e troverd che esso & il prodotto
di un sottogruppo I’ di ordine 3, isomorfo al gruppo degli antomorfi-
smi di F, e di un softogruppo G’ di ordine 2?. 3° costituito da tutte e
sole le collineazioni che si esprimono linearmente in F. Il piano
= appartiene alla classe V mella classificazione di H. Lexz ([5]) e
(per conseguenza) alla classe V, 1 nella classificazione di A. BARLOTTI
(2] e 3]

Precisamente nel paragrafo 3. determinerd un sottogruppo
di G per mostrare poi nei paragrafi seguenti che esso coincide
addirittura con G.

Le considerazioni svolte nel paragrafo 3. sono valide per qua-
lunque piano su un quasicorpo commutativo e distributivo.

2. Il gruppo degli automorfismi di 7.

Sia ¢ un automorfismo di ¥ e si abbia:

ol =i + yYj + 2, x. Y, 2€ GF(3),

(Y) Dimostrerd nel numero 3. che si tratta effettivamente di un gruppo.
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si avra anche:
of = ot = (i) = (y* — oy — ®2)i + (¥ + y* —y2)j — 4" —ay +- 2
da cui (x®* =2« etc.):
0i0) = (& — xY® — Y)i + (x — 2y + 2);
ma si deve anche avere:
ogicf =o(if) =o(l+i)=1+ai=ai +yj+2+ 1
e quindi:
‘ x—aYy?— Yy==x
y=0
x—axy+2=2z=1
Le tre soluzioni del sistema cosl ottenuto (x =1; y =0; 2=0,

1, — 1) portano all’automorfismo identico ed agli automorfismi
e, ¢ cosl definiti:

i=1+14 j=1+i—j p(ai+bj+c)=api-+bgj+c

P. . PJ. , j ’ 3 j ) P. Fj. a, b, c€ GF(3)

ci=—1+4¢ oj=1+i+j o(ai+bj+c)=aci+basj+ c
Il gruppo © cosi trovato da luogo in modo ovvio a un grup-

po, I, di collineazioni di = ad esso isomorfo.

3. Il gruppo G.
Sia | G| Pinsieme delle collineazioni del tipo:

’_
=, 0% + ..
Y = @y, 0T + ...

' = a; 00 + ...

di cui in 1. Mi propongo di dimostrare che gli elementi di |G|
formano un gruppo, G, rispetto all’operazione di composizione
definita nel modo consueto. Sia G’ il gruppo delle collineazioni
di = esprimibili come sostituzioni lineari a coefficienti in F ; vale
la: GT =TUG' anzi G’ risulta un sottogruppo normale del gruppo
generato dagli elementi di | G| (coincidente come dimostrerd con
G stesso). Sia infatti ¢€ G e ¢ €. Se la 9 ammette le equazioni:

=0 QY+ A2
P Y = Qg + ...

l
{

g =052+ ..
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la 95 (95(P )= o(¢(P))) ammette le:

&' = 0@y, G + 0,4 0Y + OO, 02

¢6:{ Y = oy, ox + ...

2 = ott;, ox + ...

{(dove con ¢ indico I’elemento di © associato a o). Lia os coincide
ciod col prodotto oo dove ¢ & un opportuno elemento di G'. Ne
segue quanto asserito piu sopra.

Si ha poi |T'|[1]|G |=1iel con e collineazione identica; sia

infatti o€ || [} | G'|, si ha allora con certi a,;€F:

X == O, & + ...
oY = @y T + ...

02 = @y, x + ...

Ma poiche ¢ lascia fermi gli elementi 1, 0, — 1, ¢ lascia fermi
i punti (1,0,0), (0.1,0), (0,0, 1), (1, 1,1) si deve avere a,—1 e
quindi ¢ coincide con e.

Da quanto ho dimostrato segue che gli elementi di | G| for-
mano un gruppo, G =IG = GT.

Studierd ora il gruppo G'. Sard utile osservare che = & auto-
duale, & infatti una dualith la corrispondenza 3 cosi definita:

S(w, Y, 2) =<2 Yy x>

(uso parentesi tonde per i punti e parentesi acute « << >» per le
rette). Conformemente a noti risultati generali (Cfr. per esempio
L. LouBarD0 RaADICE [6] pag. 19) = contiene «tutte » le traslazioni
(se si considera come retta impropria la < 0, 0, 1 >). Basta verifi-
¥=x+a
y=y+b
{a, bEF) & una collineazione (piu esattamente: si pud estendere
in una ccllineazione di =). Ovviamente essa &€ una corrispondenza
biunivoca dell’insieme dei punti di = su se stesso. Sia ora
< %, v, w> una retta di =, cgni suo punto proprio (x, y, 1) sod-
disfa la: ue + vy +w=0 ossia la: u(@' —a)+viy —b)+ w=0
o anche ux' + vy’ + w —ua —vb=0, esso si trasforma ciod in
un punto proprio della retta <<u, v, w — ua —tb>. Ne segue
Passerto.

Ogni traslazione non identica ha periodo 3; per risultati noti
(Cf. ad es. G. PickEerrt |7] pag. 206) se tpo © la traslazione che

care che la sostituzione (definita sui punii propri di =)
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porta P in O (P ed O propri) la corrispondenza o definita dalla
wP=1p,0 & una omotetia di centro 0.8¢e P=(=x,y,1) e 0= (m,
n, 1), si ha:

e H=t—x+m 1—y+mn, 1)
da cui:

wP=1,0=(—ax—m, —y-—m, 1)

Ho fatto vedere che mediante un’opportuna traslazione la retta
<u, v, w> si trasforma nella < u, v, w - bv — au > con a, b¢ F,
trasformando mediante la 8 si ottengono (a meno di un’opportuna
traslazione) collineazioni del tipo:

' =x — my
Y=y merl
2=z

Bsistono cio® in n «tutte» le omologie che hanno per asse la
retta <0, 1, 0 > e per centro il punto (1, 0, 0) (ancora conforme-
mente a risultati noti, cfr. ad esempio L. LoMBARDO RADICE [6]
pag. 18).

La omotetia A con centro nell’origine ha le equazioni:

’

I

-—X

-Y
z

’

%

SR
I

4

[\
I

e trasforma la retta r = <u, v, w> nella retta ' =<<u, v, —wW>.
Per ogni Pcr P=(x, y, #) si ha infatfi:

ux + vz +wz =0
da cui

—uy — oy +wz' =0
ossia
ux’ + vy —we' =0

e il punto trasformato (', ¥, 2) appartiene quindi alla retta r'.
La trasformata della A mediante & avra allora le equazioni:

'=—

Y
2

’

2 B
{

«
ll
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Si tratta di un’omologia avente per asse la retta <1, 0, 0 >
e per centro il punto (1, 0, 0).

Le collineazioni trovate generano il gruppo, G, delle collinea-
zioni aventi equazioni del tipo (}):

x' = 8T + my + pz

©) y'=ty+qz s, t=1, —1; m, p, qEF
2 =z

di ordine 2%-3°

Il gruppo G & trasformato in sé stesso dalla duality 3. Consi-
deriamo infatti una retta del tipo <1, v, w ~. Ogni suo punto
proprio (x, , 1) soddisfa la: x +~vy + w=0. Se (x, y, 1) & il tra-
sformato di (x, y, 1) nella (°) si ha:

s+ my +p+ oty +q +w=0
da cui (essendo ¢t =1, — 1 v(ty) = (vt)y (e scriverd anche wiy)):
x + s(m + tv)y + s(p + vg + w) =0

ossia la retta <1, v, w > si trasforma per la inversa della (%
nella — 1, s(m -+ tv), s(p + vq + W) >.

Trasformando mediante 3 si ottiene di nuove una collineazione
del tipo (°).

4. Voglio ora dimostrare che non esistono (oltre quelle gia
trovate in 38.) altre collineazioni di = esprimibili come sostituzioni
lineari a coefficienti in F.

Poicheé G contiene «tutte» le possibili omologie speciali di asse
improprio e «tufte» le possibili omologie speciali di centro (1, 0,
0) (che corrisponde alla retta impropria stessa nella &) = appartiene
alla classe V, 1 nella classificazione di A. BarvLorrr [3] (non po-
tendo essere desarguesiano) e quindi ogni collineazione di G (G
gruppo di tutte le collineazioni di =) lascia ferma la retta impro-
pria (e il punto (1, 0, 0)) (altrimenti il piano risulterebbe, appunto,
desarguesiano). Ogni collineazione di G induce quindi nel piano
atfine = = r — Il (loo retta impropria di =) una collineazione. Dimo-
strerd ora che, fra queste collineazioni quelle del tipo;

' = ax + by +
®) —cxdy g @b aEr

(3) Se 2=0 bisogna supporre t=1,se 6=0¢ y=0, s=1
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si riducono tutte alla forma:

x =8k -+ my +p
(4) ’ s, t=1, —1 m, p, qEF
Yy =ty+gq
ossia a quelle studiate in 3. (si pud osservare subito che dev’es-
sere ¢ =0 affinch® il punto (1, 0, 0) risulti muftato in se stesso).
A questo scopo & opportuno premettere i seguenti lemmi:

Lemma 1. - Condizione necessaria e sufficiente perché Uequazione :
m(ky) = (mk)y sia uwn’identitd in y (m, k, y€F) ¢ la m, ke K
(K centro di F, isomorfo al campo di Galois di ordine 3).

La condizione & ovviamente sufficiente.

Posto m=m i+ myj +~my; k=ki+ .. y—=yi+ .. equazione
scritta equivale alla:

®)  (myi+m (ki Eyj)y i+yug)]=[m,i+myj)(kyi+Eyj 10+ y.5)

(come segue dalla proprieta distributiva del prodotto e dallafsuf-
ficienza della condizione). Sviluppando i calcoli secondo la tabella
data in 1. si trovano le condizioni:

(6) mkyy, = m,k,y,
mkyy, = m,k,y,

Supposto k, =0 o k,3=0 si irova m,y, =m,y, il che porta

m, =0 e m, =0; ne segue la necessita della condizione.

Lemma 2. - Condizione necessaria e sufficiente affinche (a) I in-
sieme 1 dei punli (x, y, 1) per cut vale la: mx +~nx =10 (m, n€F)
coincida con linsieme dei punti propri di una vetia & che (b)
m€ K o n/m € K (indico con a/b 1'unica soluzione dell’equazione
bx =a (b3=0).

Ad I appartengono infatti i punti (0, 0, 1) e (— n/m, 1, 1) che
appartengono altresl alla retta r: <1, n/m, 0 >. La a) equivale
allora alla condizione che I coincida con I’insieme dei punti pro-
pri di r (che soddisfano I'equazione « + (n/m)y — 0) ossia alla con-

dizione che si abbia per ogni y € F: m(— % y) + ny = 0 ossia, po-
sto n/m—==k (si pud supporre m==0 altrimenti varrebbe senz’altro la b)
(7) m(ky) = (mk)y.

Per il lemma 1. la (7) equivale alla b) e per conseguenza la a)
equivale alla b).
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Consideriamo ora una applicazione dell’insieme dei punti di =
in s& che possa essere rappresentata dalle (3), componendola con
un’opportuna traslazione si oftiene la:

| ® = ax -+ by

® | Y =cx+ dy

e la (3) & una collineazione se e solo se lo & la (8). Nella inversa
della (8) i punti della reita < 1, 0, 0 > si trasformano nei punti
le cui coordinate soddisfano la ax + by = 0; per il lemma 2. questo
¢ 'insieme dei punti propri di una retta se e solo se a €K o
bja € K, perche le (8) rappresentino una collineazione occorre
quindi che la prima equazione assuma una delle seguenti forme:

a) ¥ =by b x=sx+by c)x=asx+y) a, bEFs=1 —1
Moltiplicando per l’inversa della collineazione:

x' = sx + by
Y=y

le trasformazioni (8) che hanno come prima equazione la b si tra.
sformano in altre che ammettono come prima equazione la: b) @' =,
allo stesso modo al posto della ¢) si pud considerare la ¢) %' = q.

Cou e ho osservato in 4. il punto (1, 0, 0) deve essere lasciato
fermo da qualunque collineazione, ne segue che la retta di equa-
zione y' =0 dev’ essere necessariamente mutata in se stessa dalla
inversa di ogni eventuale collineazione che abbia la forma (8) (in
se stessa e non in una parallela perché la (8) tiene ferma 1’ origi-
ne). Affinché la (8) rappresenti una collin-azione occorre dunque
che la sua seconda equazione abbia la forma:

) y = dy deF d=0.

Esaminerd ora le trasformazioni che si ottengono associando le
a), b), ¢) con la (9) e mostrerd che in nessun caso salvo quelli
trovati in 3. esse sono collineazioni.

x':by

Si tratta di una corrispondenza non biunivoca.

m':w

*) Yy =dy
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L’equazione z' + vy =0 che rappresenta una retta & trasfor-
mata dalla inversa della (°°) nella:

(10) @ + v(dy) = 0.

L’insieme di punti rappresentato da questa equazione contiene
Vorigine e il punto (— wod, 1, 1); la (10) rappresenta quindi una
retta se e solo se equivale alla:

(11) @+ (vd)y =0

che rappresenta la retta congiungente i due punti considerati.
Questo & possibile se e solo se si ha: v(dy) = (vd)y identicamente
in ¥ (e in v) il che per il lemma 1. accade solo se d=1, —1.
In questo caso si ricade perd in una collineazione gid nota.

’

& = ax

o |

00

(**%) |y =dy
I’equazione «' + vy’ = 0 si trasforma mediante la inversa

della (°°°) nella:

{ ax +v(dy) =0 che per v—=1 si scrive:

12 | ax + dy = 0.

Per il lemma 2. quest’ultima equazione rappresenta una retta
solo se a¢ K o a/d € K. 1l primo caso si riconduce subito al pre-
cedente osservando che per la biunivocitdh della corrispondenza

' = —

. s (3 w
dev’essere @ 3= 0 e ricorrendo alla collineazione { , trovata

in 3. Nel secondo caso la (°°°) si riduce alla:

& — ax (sempre ricorrendo ad una delle col-
(13) — t=—1, —1 lineazioni trovate in 3 si pud sup-
y =ty porre ¢t —1)

e la (12) diviene:
(14) ax + tv(ay) = 0

I/ insieme rappresentato dalla (14) contiene 1’ origine e il punto
(— tv, 1, 1) ragionando come per la (°°) si trova allora che la (13)
rappresenta una collineazione se e solo se la (14) equivale alla:
x + tvy = 0 da cui: v(ax) = afvy) identicamente in » ed y il che
& impossibile per il lemma 1.

Resta cosl dimostrato che:

Il gruppo, G, delle collineazioni di = amwmetle un sottogruppo,
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G, prodotto diretto di un sottogruppo T isomorfo al gruppo degli
automorfismi di F (di ordine 3) e di un sottogruppo G’ di ordine
22. 3% costitwito dalle collineazioni che si esprimono linearmente in
F. Le collineazioni di G' sono tutte della forma:

&' = s% + my + pz
Yy =iz + qz
2 =z

Il piano = appartiene alle classe V nella classificazione di
Lenz [5] e (per comseguenza) alla classe V, 1 mella classificazione
di A. Barlotti [3].
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