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Funzioni generatrici del prodotto di due polinomi

di Legendre o ultraisferici.

Nota di LETTERIO TOSCANO (a Messina)

Santo. - Si stabilisée Vequivalenza di due generatrici del prodoito di due
polinomi di Legendre, trovate da diversi Autori.
Si peruiene ad una génératrice, piü semplice di altra nota, ancora del
prodotto di due polinomi di Legendre.
Si dimostraf provandolo in un caso, che i precedenti risultati ed altri
analoghi sui polinomi ultrasferici si possono derivare da risultati piü
générait.

Summary. - Two hnown results on generating functions for the product
of two LEGENDRE polynomials are équivalent.

Another new generating function is obtained.
The precedent special results can be derived from more gênerai re-

sults concerning JACOBI polynomials.

1, In una nota pubblicata recentemente in questo Bollettino,
CARLITZ (*) si occupa délie due serie

(1)

(2) 1 . ( 5 ^ - ) <"P.M(COS K)P„'.>(COS(i)=

= H - * «os,. - » +. n -

sui polinomi di L E G E N D R E PU(X) e ultrasferici

(4) L. CARLITZ, A generating function for the product of two ultrasphe-
rical polynomials, « Boll. TL M. I.» (3), XIV, 6-9 (1959).

]N"el riportare Ie formule di questa nota ho eambiato Cn
v(x) con Ptl(v)(x),

(2v)n con (2v, n) per seguire Ie notazioni dei miei precedenti laTori.
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E afferma che la somma della prima serie è stata calcolata da
C. MAXIMOX, ('), rnentre alla seconda è pervenuto Bgli stesso ap-
plicando la formula

/

con iî(v)>0 e cos Q—cos a cos p -t- sen a sen p cos w, riportata da un
lavoro di Gk N. WATSON (3).

Osservo qui che nella citata nota di WATSON si trova pure
studiata la serie (1) e sono contenuti i due risultati, rispettiva-
mente di LEGENDBE, (4) e WATSON,

00

18) 2„fHP«(oos a)PM(cos B) =
O

7T

_ 1 / db>
TT J (1 2t COS Cl *- f-)1/2 '

o

(4) ^ J " P „ ( e o s oc)Pn (cos o) =

[1 — 2* cos (* •+- p) •+• 21]1/2 -+• [1 — 2* cos (a — p) -H ̂ 2Jl 2

con if integrale ellittico completo di prima specie e di modulo

_ [1 - 2t cos (a H- p) -H ̂ ]i/2 _ [t — 2f cos (a - P) +- f9]1/2
£ "" [l~^~2i cos (a H- p) -+- <: ]i/TTfT[i _ 2f cos (a — P) -+- ̂ 'p/2 *

II passaggio dalla (3) alla (4) si trova in "WATSCXN", m entre resta
da pro vare Fequivalenza delle generatrici (1) e (4).

(2) C. MAXIMONJ A generatiwg function for the product of troo Legendre
polynomials, «-Noiske Yidenskalbers Selskab Forhandl inger», 29, 82-S6
(1957).

(3) Ge. ~R. W A T S O N , Notes on generating functions of polynomials : Po-
lynomiaïs of Legen dre and Gegenbauer, « J . of the London Math. Soc. »,
8, 289-292 (1933).

(4) « Hist. Acad, Sci. Par is », 380 (1789),
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È noto che

da cui

1 - .\ 1 „ [ " 1 1
> 2 ' '

E poiehè 1' integrale ellittlco completo di prima specie è dato da

TTl^. TP i . - 1 . - 2 1
A l f i i = = 0 2-^1 l ö » o ; 1 > £ I J

segue

2 _ 1 Tl i 4E

D' altra parte posto, per semplicita,

1 — 2̂  cos (a + p) + P = M\ 1 — 2t cos (x — p) H- P = N*,

si ha
M2 — N2 = it sen oc sen p,

Quindi

(1

4e

+ *)1

4

M-
M-i

M>

- N

— iV2

af2 i

4

1
-f-

4^
-2*

2M
C ~ M -+•

sen a sen
CO8(a+E

•3f H- N

N'

P

fl 1 mi.M*-N*]_
% l [2 ' 2 ' ' M* J ~

come si voleva provare.
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2. Ancora nel citato lavoro di WATSOK si trova che (| t \ < 1)

(5) S„ (n -H =) ÉnP„(cos <x.)P„(cos p) =

_ 1 / " - 1
~ 2it J (1 — 22i cos Q -+- f )3/2

g [1 — 2f cos (cc -f- p) -t- P]i/2 H- g [1 — 2^ cos (a — p) -f-
— 3

Î

dove figurano i due integrali ellittici completi K ed E.
E mi pare utile riprendere questa serie per esprimere la géné-

ratrice con il solo integrale E.
Si sa che

b-

( ^ ^ 6« - 2a6 cos
o

Poniamo

(a -4- 6)8 = 1 — 2t cos (a -+- p) -f- f2 = M 2

(a — b)2 = 1 — 2t cos (a — p) H- f2 = iV%

da cui

al -h 62 = 1 — 2£ cos a cos p -+- tx
y

ab = t sen a sen p,

a = \[M+N), b= \(M-N).

Allora, con v = 3/2, segue

n -*- gj *"P^(COB oc)P„(cos p)

~ 4 (M + N)3 *Fl [2 ' 2 ' 1 ; \M-I-N)\-
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Applichiamo alla iFl la stessa trasformazione del numero pré-
cédente, per cui

3 3 u (M—N\2\ (M+N)3 „ 13 1 J M'2 - N
2>M>\M+N)\- 8M* * ^ L : i ' 2 > x ' M*

Ancora con una trasformazione elementare di EULERO

3 3 (M—jry
2' 2; l> \M + N)

2' 2 ' ' N*

_ { M - t - N ) 1 [ 1 1 N * —

Qaindi

S„ U -+- ̂ Jt"P„{cos «)PB(cosfi) =

1 —J* r 1 1 N*-M*

[
_ 1 J r 1 1
~2M1Ni l[~~2' 2 ' '

E iiitroducendo l'intégrale ellittico completo di seconda specie

si ha in definitiva ( 11 \ < 1)

<6) | „ (n -H gj *»P„(oo8 a)PM(cos p) =

l — t*Ffh/N*- M*

— t* 1
— 2t cos ( a + p ) + «* [1 — 2icos (a —

— 4 t sen oc sen ̂
— 2f cos (a — p) H- ;
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3. La somma della serie (2), trovata da L. CARLITZ, si puö su-
bito ottenere in quanto l'intégrale

al -h 6* — 2ab cos w)p-

è stato già calcolato (5).

4. I preoedenti risultati, con quello relatiyo alla serie (G)

1» n'tvTn) 'n p» { vH0 0 8 a)-P«(v)(cos p), 111 < 1,

si possono derivare dagli altri più generali (7) (| t \ < 1)

?•

2?)Pn<M(cos2 *) =

dove Pn&>v-\x) è polinomio di JACOBI, F4 è f unzione ipergeometrica
a due variabili,

1 -+- *
a = s e n cp s e n 4», o = cos cp cos 4>, c =

E qui ci proponiamo di provarlo per la serie (2).

(5) Cfr. Gr. F . WATSON, A Treatise on the Theory of Bessel Functions,
Second ed., « Cambridge Universiiy Pi*ess », (19ö8l, pp. 369, 406, 407, cou
citazit.ne di GEGENBAUER, « Wiener Sitzungsberichte ». LXX? 438 (1874).

(6) Cfr. nota 0*).
(7) W. N. BAILBY, Generalized hyper geometrie series, « Cambridge Uni-

versity Press » (1935).

13
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Bicordiamo che

e facciamo nella (7) X = IA = v — ̂ . Poniamo 2a> = a, 2<t> = f}.

Si ha

2 , [ 0 7 ^ 'nP«M(OO8 «)Pn<v>(COS P) =

1 1 i a-2 62

E d' altra parte (cfr. la citata opera di BAILEY) vale la formula

- g ; g; ^ ) .

Intanto
a S a B

a = sen ̂  sen ̂ , 0 = cos g cos ̂  ,

4a6 = seu a sen 6,

a2 -h 62 = - (1 H- cos a cos p), 62 — a2 — 5 (cos a -1- cos P),

1 — 2£ cos oc cos S + <2

a% n_ 52 __ C2 = _

{a + h), _ c s = _ 1 ~ 2 ^ c o s ! ^ — ^

— 4a268 = — [ 1 — 2fcos (* • pj-t-t2][l-2^cos(oc—p) +• fs] =

i-2t cos a cos p + t2 — MN =l-^—=—^

Allora la risoluzione del sistema

— x _ a2 — y _b%
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dà
{M — N)* (M — N)2

16* cos2 g cos2 ~ 16* sen2 « sen 2 ^

e in conseguenza

(M - N)* (M - .
xy- —

, 11 + W - y ) 1 4(1 H-^
W — U2 g e n 2 a s e n 2 g — (M+N)*

Risalendo alla serie si ha

[M -H

Inoltre per la formula

1 1

1 - M M M — N,
con y = 5 - v e : ^^=^ := -^ j> da cui

J f -t- iV , N M2 —

I 4:t sen a sen
= [1 - 2t cos (« + W + ^ ] - v 2 ^ |v, v; 2v; t _ 8• 2* cos

eome si voleva ottenere.


