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Sulle trasformazioni che posseggono un gruppo-
di coppie di corrispondenze in sè.

Nota I I I (*) di FRANCESCO SPERANZA (a Bologna)

Sunto. • Questa Nota fa seguito a due altre, dallo stesso tttolo, apparse
in questo Bollettino.

Sammary. - Tkis paper continues two other works< with the same title,
pubïished in thts Bulletin.

§5-

16. In questo paragrafo si studiano anzitutto Ie trasformazioni
jpnntuali che ammettono un gruppo transitivo di coppie d' omo-
grafie in sè. Nei nn. 20-21 si determinano poi Ie trasformazioni
dualistiche in un piano proiettivo che sono mutate in sè da un
gruppo di omografie. Tutti gli enti considerati s'intendono rap-
presentati a meno d' omografie.

I n questo numero, e nel successivo, si considerano Ie trasfor-
mazioni puntuali f ra piani distinti che ammettono un gruppo
transitivo di coppie d'omografie in sè: cominciamo a considerare
il caso in cui tale gruppo è composto da due gruppi abeliani.

Corne si è già osservato, i gruppi abeliani oo2 sono tutti iso-
niorfi fra di loro, e non sono isomorfi ad alcun altro gruppo di
omografie; essi si ricayano dalla già citata tabella di W. F . ME-

e sono :

(59)

x = exx'

= y'
i60) (61)

oltre al già citato gruppo (36), che perö è intransitivo.

x = exx'

y = wy'

X •= X* H - A

(*) La nuiuerazjone prosegue quella delle T ôte I (cfr. Boll. U. M. I.
<3), 13, 486 496) e I I (in questo stesso fascicolo).
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Indicando con X, JJL ; X15 jxa i parametri relativi a due trasforma-
aioni, e con Xp) pp quelli del loro prodotto, si ha, per i primi tre
gruppi :

lp = X -+- ll jxp = tx -f- a,,

e, per il gruppo (6t)

X^ = : X - ^ X, fx„ = XXj H ~ tx -H tXj.

Posto, per quest'ultimo,

si ha allora

rispetto ai parametri X, (x la legge di composizione del gruppo (61)
è perciö additiva. Le equazioni degli isomorfismi fra due gruppi
del tipo (58), (59), (60) sono allora

'f jjL — cX -H dy. ;

se poi il gruppo </ è del tipo (61), mentre il gruppo g è d'uno
dei tre tipi precenti, Tisomorfismo è dato da

X2/ / X2

( X = aX -+- 6 U - g

mentre se entrambi i gruppi sono del tipo (61) si hanno Ie equa-
zioni

[ X = aX+6( jx— g
(64)

Si hanno manifestamente dieci tipi di trasformazioni che sono
mutate in sè da un gruppo di coppie d'omografie, costituenti due
gruppi abeliani oo?; esse sono:
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I. g e g sono del tipo (58):

(*>5)
x ~ ax + by

1/ = ex -fr- dy.

I I . g e g sono del tipo (59):

I I I . gag sono del t ipo (60):

167) i
y = clga; -H

IV. g e y sono del tipo (61):

= ax -+- 6 ̂  — | j
(68)

del tipo (58), g del tipo (59):

(69) x =

(70)

(71)

VI. g è del tipo (58), g del tipo (60):

y = CX -+- dy.

VII. g è del t^po (61), g del tipo (58):

/ n = ax + b ( — —

î = ex H- d \y — y j
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VIII. g è del tipo (59), g del tipo (60):

(72)
= clgx-*-dlgy.

IX. g è del tipo (61), g del tipo (59):

<73)

X. g è del tipo (61). # del tipo (60):

(74)

( X2

Si constata infine facilmente che non esistono gruppi abeliani
d'omografie? piane a k(>&) parametri (22).

17. Eassiamo ora ai gruppi non abeliani oo?; essi sono tutti
isomorf i :

<75)

{76)

{71)

(78)

(79)

x = x' -4- X,

a; =

05= te', t/=Xf/'

2ly.y' + ?.*, y^ly'

oltre al già citato gruppo in transitivo (35).

(22) Ciö puö dedursi dalla già citata tabella di W. F. MEYEK, come
pure dalle ricerche di JORDAN sui gruppi abeliani (cfr. C. JORDAN, Grou-
pes abéliens généraux dans les groupes linéaires à moins de sept variables.
* Journ. de Math. » (6) 3, 213266 (1907)).
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I primi tre si scriveranno più convenientemente cosï:

( 75') x — x' #- lg\ y = \y' -+- (x

x' u.

(76') x — -y ^ = y x' -f- 2/' — Z|/X

a; = X^x' y = Xt/' +- fx ( p = ——^ )<77')

cosï che la legge di composizione r isul ta per tutti e cinque quella
del gruppo delle sostituzioni l ineari intere, e gli isomorfismi fra
i g ruppi (75'), (76'), (77'), (78), (79) sono

X = X [//— ajA -+- 6X — 6.

I l gruppo (78) si présenta corne un caso particolare di (77').
Si hauno cosï dieci tipi di trasformazioni con un gruppo n o n

abeliano d 'omografie in sè :

I. g e g sono del tipo (75') :

(«O) \
f y = ay -+- fee37 -- 6.

I I . g e g sono del tipo (76') :

(81)

III . g e g sono del tipo (77'):

x = x

y = (l — ajlgx -h ay — bx — b.

— 6.

s ö n o

= (x — y2) -+- (a^ -h bVx — y* —

= ay-t-b%/x—y2 — 6.
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V. g è del tipo (75'), g del tipo {76'):

(84)
1 x = e~*
I y — aye~x -+- 6 — bë~x — x.

VI. g è del tipo (77'), g del tipo (75'):

(85)
_ I
x = lgx$

— 6.

VII. g è del tipo (79), g del tipo (75') :

(86)
I yz=2

VIII . g è del tipo (76'), g del tipo (77'):

(87)

IX. g è del tipo (79), g del tipo (76'):

1

(88)
x =

X. g è del tipo (79), g del tipo (77'):

(89)

y ~ ay -+- b\x— y% — 6.

Tralascio per brevità la ricerca delle trasformazioni con due
gruppi oo* (k ̂  3) di omografie, cke si possono trovare, senza
difficolta, fra i tipi precedent!.
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18. Si possono pure trovare Ie trasformazioni fra piani sovrap-
posti che ammettono un gruppo g transitivo di omografie in sè.
I gruppi (59), (60) si scriveranno, per semplicita, nella forma:

{59') x — \x' y = vy'

(69') x = À#' y = y' -+ [*.

Si h anno cosl nove tipi di trasformazioni fra piani sovrapposti
che ammettono un gruppo oo* d'omografie in sè:

I. g è del tipo (58) :

(90,

il gruppo (58) è perciö autoreciproco.

II. g è del tipo (59'):

']*=**(91,

Anche il gruppo (59') è autoreciproco.

III. g è del tipo (60'):

(92)

Anche tale gruppo è autoreciproco.

IV. g è del tipo (61):

(93)

Anche tale ,gruppo è autoreciproco (*3).

(23) Sfruttando Ie consideraaioni di L. BIANCHI (op. cit. m (5), § 104)
si trova che il gruppo délie trasformaeioni che mutano in sè un gruppo
aa Y parametri, non i>emplicemente transitivo, possiede meno di r parame-
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<94)

<95)

<96)

<97)

<98)

V. g è del tipo (75}:

l x = x -h- p

(

VI. g è del tipo (76):

x=px

VII. g è del tipo (77):

l x ~ px

VIII. g è del tipo (78):

=px

IX. jgf è del tipo (79):

x=p(x — i/)

19. Passiarao ora a considerare i gruppi oo3 :

I t ipo:

(99) cc = x' -+- X ^ = vas' + e'i/' -f- ji.

r̂*. Dai visultati del § 10Ö si deduce che un yruppo semplicemente transi-
tivo è autoreciproco se e solo se è abeliano; è poi noto (cfr. op. cit., § 104>
che il gruppo che muta in sè un gruppo intransitivo è infinito. Se ne
conclude che:

Gondisione necessaria e sufficiente affinchè un yruppo sia autoreciproco
è che sia semplicemente transitivo e abehano,
risultato dal quale si possono ricavare Ie (90)*(93).
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Esso ammette il sottogruppo (75), il quale muta in sè Ie (94);
îxpplicando a queste Ie (99), si ha

La prima coincide con (94j); la seconda si puö scrivere

che coincide con (942), per qualsiasi X, v, se e solo se >̂ = 0; Je
trasformazioni mutate in sè dalle (99) sono quindi:

,100)
/ = ge*-+-2/.

II tipo :

(101) x = &x' -i- X y — ev(y' H- vx') -4- [/.,

che ammette il sottogruppo (58); applicando aile (65) le omografie
(101), esse restano invariate per p—0; si hanno cosi le trasforma-
zioni

(102)

III tipo:

(103) x = x' -4- X y = vx' -+- y' -+- JV

che ammette il sottogruppo (58); procedendo corne sopra, si ritro-
vano le trasformazioni (102) (omologie speciali). Un'omologia spe-
ciale ammette quindi due distinti gruppi oo3 in sè.

IY tipo:

(104) x = lx' -+- v«/' y r= \j.x' H- py% con Xp — «xv = 1,

che ammette il sottogruppo

x = Xa?' n — y~x' -H X—!«',
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caso particolare del gruppo (77); fra Ie (96», si trovauo quindi Ie
seguenti trasformazioni, invarianti rispetto al gruppo (104):

(105)

y—py.

V tipo:

(106) x = Xas' y = \xy' ̂ - v,

che ammette il sottogruppo (59'); fra Ie (91), si trovano Ie seguenti
trasformazioni, che ammettono il gruppo (106) in sè:

\ *(107)

cioè, come nel caso précédente, un'omologia generale. Queste JDOS-
seggono quindi due distinti gruppi oo3 d'omografie in sè.

YI tipo:

(108) x — \x' y = tey' -+• \*-x' H- V,

che ammette il sottogruppo (77); fra Ie (96), si trovano Ie seguenti
trasformazioni. che ammettono il gruppo (108) in sè:

(109,

Inf ine , i seguent i g rupp i oo3 :

(HO) x = Xx' H- a y = : V

(111) x — v«—!x' -f- X y = v*y' -+- a

(112) ac = vx' -i- X y = v«/' -+- ji.

iJ ic ' H- 2X[JLï/' -h a* Xvx' -4- (Xp -+- av)t/' -J- jjLp

(113) a ; = v V H- 2vpt/'-4- p* y ^ vV-h2vp7/H- p* '

che posseggono i sottogruppi (79), (58), (58), (79) rispettivamente,
non mutano in sè alcuna trasformazione, all'infuori dell'identita.
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Le trast'ormazioni (100), (109) ehe, airinfuori delle omologie,
;>onó le sole trasformazioni fra piani sovrapposti con un gruppo
oo3 d'omografie in sè. si possono cosi costruire: si consideri, nel
piano, un fascio \§\ di vette, una retta r fuori di questo e una
cnrva di KLEIN-LIE L, che sia incontrata in un sol punto da ogni
retta d% ;^!. Su ogni retta di &\ si consideri la proiettività para-
bolica in eut è unito il centro del fascio. e nella quale si corrispon-
don o Î punti d' intersezione con r e con L. Si otti ene cosi nel piano*
una tras formation e che é quella cercata.

Con procedimento analogo, si trova che Ie trasformazioni fra
piani sovrapposti. che ammettono un gruppo oo4 di omografie in
sè, sono Ie omologie speciali [(102)]. che sono trasformate in sè
dal gruppo

x == lx' -+- u. y — vx' + tf' + f:

e Ie omologie generali [(107)], che sono trasformate in sè dal grup-
po (delle «centro affiiiità»)

x =z \x' -f- \t-y' y = vx' -+- oy'.

Infine, non esistono trasformazioni fra piani sovrapposti, oltre
r identita. che ammettono uu gruppo oo*{&;>5) di omografie in
sè: infatti, un taie gruppo possiede sempre dei sottogruppi che
non ïnutano in sè alcuna trasformazione: e cio accade, a maggior
ragione. per il gruppo stesso.

20. In questo numero e nel successivo determiniamo, seguendo
il metodo indicato nel n. 4. Ie trasformazioni dualistiche ^ nel
piano (M) che ammettono un gruppo d1 omografie in sè.

Cominciamo a considerare il caso d'un gruppo intransitiro : esso
appartiene ai tipi (31)-(37).

Se g è del tipo (31), le sue equazioni in coordinate plückeriane
«, ut

non omogenee Xsl = —, Q2 = - sono

r ' r '
r 21 y 21 *

(~4) Si consideratio qui solo trasformazioni dualistiche fra piani sovrap-
posti. in quanto quelle fra piani distinti sono p roi el ti vamen te equivalenti
a trasformazioni puntuali.
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assumiamo, corne varietà F, ®t) (cfr. n. 4), la curvacc = l ' e l ' invi-
luppo Ç, = /<Ç2), ed indichiamo con t*[w] la 2/[£8] di un punto [retta]
di V[^]. Sia poi u = y(u) l'equazione di F. Il gruppo g trasfornia
un punto [retta] di F[9l?] in

Elimiiiaiido X, u, it si trovano Ie equazioni

'y

(dove •!(») = f(cp(0)), 7(
dere quindi la retta

X

); al punto (ie, ^) la ^ fa corrispon-

Negli altri casi, la % fa;corrispondere al punto (ac, y) la ret ta:

(115) yX + * ( J ) Y - xy + r / . ( | ) = 0 (ff è del tipo (32)) ;

(116) Z + t ( t / ) y - * + xto) = ° (flr è del tipo (33)):

è del tipo (34));

f25) Ciascuno dei quattro ti pi contiene delle corrisponden^e di tipo
nullo; esse si ottengono associando ad ogni punto A del piano la tangente
in A alla curva di una deile « famiglie invarianti » rispetto al gruppo g
(famiglie dipendenti complessivamente da una funzione arbitraria di una
variabile): essendo i gruppi (31-34) simili, tali insiemi di famiglie, relativi
a due gruppi, sono topologicaraente equivalenti se i due gruppi sono
entrambi aperti o entrambi chiusi; localmente, sono sempre équivalent.
Ad eserapio, per il gruppo (33), esse sono date da

con c costante arbitraria. e cp funzione arbitraria.
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si verifica facilmente che le correspondent e - indotte da % fra le
curve & e gli inviluppi W sono proiettività, in ognuno dei qnattro
casi. ( 6) Si ha poi che non esistono trasformazioni dualistiche che
ammettono un gruppo intransitivo oo2 o oo3 d'omo grafie in se:
infatti i gruppi (35), (36), (37) che operano intransitivamente sul
piano punteggiato, operano transi ti vamen te sul piano rigato.

21. Passiamo ora al caso in cui g è transitivo; incominciamo
con il grapjDO (61). In coordinate plückeriane non omogenee
y U \ Y UZ 1 . . . .
£.=.—. s3 — — le sue equazioni si scnvono

Al punto A(0, 0), ed alla retta a[p, q) il gruppo g fa corrispondere
il punto e la retta

Eliminando X, JA si ha che % fa corrispondere al punto (se, «/) la retta

(118) (p — x)X -t- Y H- (g — p#-H x l — 0) = O.

Si tratta, com'è facile verificare, di una corrispondenza polar e t

cremoniana quadratica (di 3R specie), purchè q^zO. (*27)

(26) Ciö è immedialo quando le curve (gli inviluppi) cF (gT) sono rette
o coniche (fasci di rette o coniche-inviluppo) ; negli aJtri casi la proprietà
euunciata scende^dal fatto che le corrispondenze - sono rappresentabili con

( * ) a=:a -i- c (a arco proiettivo).

Infatti, per le (114), le S sono date da

et

e gli archî proiettivi sono dati da

{a costante)
30

dove h è una oostante, avente lo stesso valore per tutte le curve $\ Sosti-
tuendo nelFultima relazione, si ha la (*). Analogamente per la (115).

(27) Infatti, la % si ottiene a partire dalla superficie 2 di KLEIN-LIE

2y+S2pae— x2

z = ce a* '

nel senso che essa fa corrispondere alla proiezione di un punto P di Z dal
punto (0, 0, lj 0) sul piano z — 0 la sezione col piano tangente a 2 in P.
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Analogamente si trovauo Ie altre seguenti trasformazioni dua-
listiche, che al punto (x, y) fanno corrispondere la retta:

= 0 (g è del tipo (75));

{121) ^ I + y+g-|f = O (g è del tipo (60')),

si tratta di trasformazioni polari, quadratiche (di 2* specie) purchè

{122) ?£ + Ç-H 1 = 0 (g è del tipo (59'))

anche quesfce sono trasformazioni polari, quadratiche (di 1A specie),
p u r c h è p + c + l ^ Ö , (J9)

<123) X+-(p\/x-ij^2y)Y+q(x — yi)-py\x — y*-+-y* = 0 (30)

(g è del tipo (79)).

I gruppi (58), (78) operano intraiisitivamente sul piano rigato.
•e quindi non mutano in sè alcuna trasformazione dualistica; il
;gruppo (76) è duale del gruppo (75), e da luogo ad una trasforma-
aione, correlativa a (119).

Fra i gruppi oo\ quelli dei tipi (99), (101), (103), (106), (108},
{111), (112) non trasformano in sè alcuna %\ infatti il gruppo (112)
•opera intransitivamente sul piano rigato; i gruppi (99), (103), (108).
{106) ammettono un sottogruppo — del tipo (36) per i primi tre, e
•del tipo (35) per l'ultimo — che opera transitivamente sul piano
rigato e intraasitivamente su quello punteggiato; i gruppi (101),
{111) ammettono il sottogruppo (58), transitivo nel piano punteggia-
to, ed intransitivo in quello rigato. Eestano da considerare i c a s i :

(28) Infatti, la % si ottiene a parti re dalla supeificie di KLEIN-LIE
t

z — c{xPeyf^q (cfr. (-')).
(i9) Infatti, la % si ottiene a partire dalla superficie di KLEIN-LIE

(cfr. (17,).
(30) In ciascun tipo vi sono oo1 corrispondenze di tipo nullo; esse si

ottengono considerando una famiglia § di curve invariante rispetto al



I. (f è jtiel tipo (104), ed ammette quindi (per v — 0) un sot-
togruppo che rientra nel ttpo |77) per % = — 1. In tal caso, g tra-
sforniii in sè la 'S" che al punto (x, y) fa corrispondere la retta:

(124) — qyX -+- ̂ 7 + 1 = 0,

Si traita delle correlazioni la cui omografia associata è un'omolo-
(fia (necessariamente arxnonica).

II. g è del tipo (110), ed ammette quindi il sottogruppo (61).
F ra Ie (IJ 8). si trova allora la trasformazione che al punto (x, y\
fa corrispondere la retta

[\2ö) — x l + Y-M xx — 7/= 0.

Si tratta di una corrispondenza di tipo nullo, che si ottiene consi-
derando un fascio di coniche iperoscnJantisi, ed assodando ad ognt
punto P la tangente alla conica passante per P. Tl gruppo g è ap-
punto costituito dalle omografie che conservano VEZ base del fascio.

III. g è del tipo (113), ed ammette quindi il sottogruppo (79).
Imponendo alle (123) di essere trasformate in sè da g, si trova che
Ie trasformazioni dtialistiche che godono di taie propriété sono le
polarità ; g è il gruppo delle omografie che lasciano invariata la
conica fondamentale.

Si verifica in fin e facilmente che non esistono trasformazioni
dualistiche che ammettano un gruppo oo*(/c^>4) di omografie in sè~

gruppo g. ed associando ad ogni punto A del piano la tangente ivi alla
curva délia famiglia passante per A.

Jje (118) sono di tipo nullo se e solo se Q=0; in tal caso § ha equazione-
xl

y = -g- — px -H c ic parameti o).

Le (119) sono di tipo nullo se e solo se q—0; in tal caso § ha equazione

Lie (1*20) sono di tipo nullo se e solo sepr=—1, ed allora % ha equazione-

Le (121) sono di tipo nullo se e solo se p-i q—Q, ed allora § ha equazione-
_y

x = ce P.
Le (122) sono di tipo nullo se e solo so p + g + l = 0; § ha equazione-

Le |123| sono di tipo nullo se e solo se Q=—1 ; @ ha allora equazione


