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Invariant! proietttvi di due elementi curvilinei spazlali
di ordini due e quattro. (*)

Nota di P. ATTIL.10 LERDA |a Yarallo Sesia).

Sunto. . Nello studio di un E2 ed un E4 in posizione generica, ho trovato
tre invarianti. Ne ho data una inierpretasione geometrica corne fun~
sioni rasionali di particolari birapporti di certi punti appartenenti
aile cubiche avertit contatti di vari ordini coi nostri elementi differen-
ziali e a certe quadriche contenenti a due a dut le dette cubiche o ai
piani tangenti aile quadriche nei centri degli elementi stessi.

In una nota dal titolo « Alcuni invarianti proiettivi di elementi
curvilinei » in Rend. Lincei, (6), 22, 1935, il BOMPIANI considéra
un E* ed un E3 in posizione generica in S2, ricava un invariante
Finito di taie coppia e ne dà una interpretazione geometrica. A
taie scopo considéra due cubiche sghembe definite Y una dal con-
tenere YEA ed essere tangente &\Y E%, Taltra dal contenere sia
Y Et dato che Y Et &e\YE3i considéra inoltre una quadrica conte-
nente le due cubiche. Ora su ciascuna délie due cubiche vi sono
Quattro punti particolari, cioè i centri dei due elementi dati e gli
ulteriori punti d'intersezione délia cubica con i piani tangenti
nei centri stessi alla quadrica, punti il cui birapporto è l'inva-
riante proiettivo in parola.

Io mi sono occupato inveoe di un Et ed un EA ; ho notato ' cher

se questi sono in posizione generica, dei tre invarianti che, con-
forme al normale computo dei parametri, se ne deducono, uno
ovviamente coincide con il suddetto invariante di BOMPIA^T, cioè
dipende dalYEt e dall' E3 dell'E4. Ho cercato perciö una inter-
pretazione analoga degli altri due.

Sulla tiaccia del BOMPIANI considero pertanto le due cubiche
già da lui studiate per un Et ed un E3, ed in più una terza
cubica contenente Y E4 e YEo delYEt. Considero inoltre délie
quadriche, di cui una già considerata dal BOMPIANI, contenenti
due délie predette cubiche

Si trova allora che i tre invarianti in studio si possono espri-

(*) 11 contenuto délia presente nota è estratto dalla dissertazione di
Laurea da me presentata ail'Università di Torino nella Sessione del*
1' autunno 1958,
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mere come funzioni razionali di particolari birapporti di certi
punti delle cubiche suddette, e precisamente dei centri dei due
«lementi, delle intersezioni (fuori dei centri) delle cubiche stesse
ooi piani tangenti nei centri alle quadriche in esame, ed infine
del punto che una cubica ha in comune, fuori dei centri, con là
quadrica cui non appartieue.

Indicando dunque con A, a, a e B, 6, S centro, tangente e
piano osculatore rispettivamente dell'!?, ed E4 e, posto. in un
opportuno riferimento proiettivo omogeneo :

= A . A4 = B, At = aS, afe ; AZA2 = a , A4AX ^ 6 ,

AtAx = p ̂  (x3 = 0)

si ottengono, per i due elementi, Ie seguenti rappresentazioni
(dove indichiamo con x, Ie coordinate proiettive omogenee di
punto nell'Sg ) :

E4

1 ^ ' 1 * 1 , roi

13].

Applicando omografie del tipo :

i= ™Vt

e con uu calcoio abbastanza semplice si ottengono i tre invarianti

II terzo è quello del BOMPIANI.
Determiniamo dunque uu significato geometrico per Ix ed
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Considero le due cubiche del BOMPIANI, cioè :

Y3 contenente i due 2?2

? » VEZ de\VE4 e V El dell'#,

più una terza F3 contenente V E4 e V Eo delV E2.
Per scrivere le equazioni parametriche di una cubica sghemba

generica, dal momento che il parametro è définito a meno di una
sostituzione lineare fratta, sû.puo fissarne il valore ad arbitrio in
tre punti particolari délia cubica stessa. Assegno per o ra due-
valori del par'ametro T nei centri ÛéW Et e de\VE4; sia

T = oo in A3 centro di Et

T = 0 in A4 centro di E4.

Tenuto conto di queste posizioiû e imponendo i contatti dei varî
ordini che la natura stessa délie cubiche stabilisée nei cenïrj degli
elementi con gli elementi differenziali stessi, si possono dedurre-
per le cubiche, le seguenti equazioni parametriche

oxt =

pcc3 —

0X4 =

PS

Pi

qtv
y

at

Pi

ox, =

CXA =

r3

px3 =
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essendo p un fattore arbitrario di proporzionalità, e< pi9 qt , s,
paratnetri per ora arbitrari. Per l'arbitrarietà di p possiamo mol-
tiplicare i secondi membri delle equazioni parametriche delle
Y3, Y8 e F3 rispettivamente per'

P?' T.' ï?'

Chiamando poi u. rispettivampnte il valore di

Si 11 , P*.
Pi' «0 ' Pi

e ponendo inoltre ax = ty le equazioni precedenti si ridurranno a :

fa = t
fa= F

pxl = t

0Xx = t -+- t2

o X9 = — ,

2aj>4 —3a 36

(ajb4 — gg6a(g463 — a3b4)

a2o3(a8o4 — ^3Ö 3)

Nel nuovo parainetro t esiste anoorâ una certa arbitrarietà che
proviene dall'averne fissato il valore solo in due dei tre punti
di cui potevamo disporre.
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Passando ad equazioni cartesiane, mediaute eliniinazioni del
parametro t dalle precedenti eqüazioiii, si lia:

k i x jp
f 4 ~ 1

l *, " " *xt

i ^ 6 /ie \ 2

XA

r»! * f af"a! i

— Defcermiuo ora le quadriche Fx
2 ed ^ j " confcenenti rispettiva-

mente y3 e y3> y* e T3.
La prima, già considerata dal BOMPIANI, ha equazioue :

a

!Per la seconda, trovo l'equazione :

O?*')

(o,6, - 2 0 , 6 , ) ^ , f

(ott64 — 2ctg&

a,64 —S

a

ijb4 — S

a)" -+" bx

>ib4 — 2

- ^%%
,(0,0, -

2a,68)

« 2

— Possiamo ora de^efminare i piani tangenti in Az ed A4 sia
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alla F{2 che alla F^ (l) per dedurne poi il valore del parametro t
nei punti di intersezione, fuori dei centri, dei suddetti piani colle
ire cubiche considerate. Otteniamo Ie seguenti equazioni :

a) Piano tangente alla F}
2 in Az :

b) Piano tangente alla Fx
% in A4 :

c) Piano tangente alla Ft* in Az:

a26g(a264 — 2a363)

d) Piano tangente alla F%
2 in A4 :

xA

Sostituendo alle coordinate correnti Ie loro espressioni in funzione
del̂  parametro, date dalle equazioni parametriche délie varie cubi-
<ïhe, avremo intanto, per il parametro t nei punti sottospecificati,

(*) Osservo che, in generale, Y3 © F3 non appartengono ad una stessa
quadrica. Perché ció avyenga, devono essere verificate certe relazioni tra
i parametri deir^2 ed E4, cioè deve annullarsi la seguentè espressione :

a.2
2a2'a3(azb4 — 2a363) -h bz(a2a4 — a3

2)(a^a^ — 63)

oppure deve essere:

cioè:
«2

a3
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i seguenti valori :

S u 1) t == oo in A3

2) t =r 0 m 4 4

3) * = - a\r (a,ch
f •

' fhh \ % l

A\ i <** ( ,
4) t = — ̂ 3 ^ 2 a 2

nell' intersezione di Y3 C ° 1
piano tangente a F,-' in ^

63\ nell' intersezione di v3 c°l
a2/ piano tangente a _F/ in A4.

su y3 1) î ^z: c>O il l J .3

2) t = 0 in ̂ 14

«j'ag' - &3 nell'intersezione di y3 col piano
a2aj'a3 tangente alla Ff in A3

a2(a2
3a2' — 63) neir intersezione di Y3 col pia-
asbd no tangente a J?7/ in A4

Su F3 : I 1)

2)

— oo in 43

= 0 in A4

3) * =
nellintersez. di F*

a3^) — (a264 —2a363)
<! col piano tg. a

in A3.

{afi4~2a3bsy nell'intersezione di T3 col piana
' ' 63

2(a2a4 — af) tangente a Ft
2 in A4.

Sulle y3 e y3 il birapporto dei quattro valori di t che abbiamo-
precisato, non è altro che l'invariante di BOMPIANK da noi indU
cato con 73. Sulla Y8 n o n si trovano altri punti di particolare
significatö geometrico. Invece su Y3 ci sono altri due punti signi-
ficativi, e precisamente le intersezioni, fuori dei centri. di y3 coi
piani tangenti ivi alla F%*. Si ottiene per î rispettivi valori del
parametro :

5) t =

6) t =

a^a4bf — ag
2 col piano tangente

a F^2 in A3

(a264 — Xafis

ai{aib4~2a3bz) nell' mtersez. di Y8 col piano tan-
bi(a2a4 — df) gente a Ff in AA.

Combinando opportunamente questi sei valori di t su y3 si hanno,
oltre a quello già visto, i seguenti birapporti significativi (indi-
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chiamo per brevità i vari valori del parametro t col loro numero
d' ordine) :

(I% — 2)~
(1265)= 1

J

— Per la F3 infine, oltre ai quattro punti già indica-ti, rileviamo
ancora Tintersezione, fuori di AA, di F* col piano tangente ivi
Alla Fx' (quella col piano tangente in A3 non conduce a risultati
di interesse), e 1'intersezione di F3 cou F^ distinta dalle interse-
zioni in Az e A4. Si ottiene :

(at
2at' — 63) (ajb4 — 2a363) nell' intersezione di

~" ~~ apz
z F8 col piano tang. ad

r2

Fx* in A4

(atb4 — 2a9bt)(at*a%' — b9) ! az(a<f>A — 2azb<) -t-
6) t = a %a , _ h ) i , h _

2a2 ' - 6,)

nella ulteriore inters^zione di F3 con F^ oltre
a quelle^ in A3 ed J.4.

Dei suddetti sei putiti su F3 registriamo quei birapporti che
conducono a risultati interessanti :

(1234)= 1 - ( 4 ^ ?

MOA» (I3 - 1) 1 ( I , - "2)« -H (I, - 1) I + J,(J , - 2)
( 1 2 6 5 ) = - (ÏT- 2) -H (1 , -1 , (1 , -1 ) •

— Tenuto conto delle espressioni dei vari birapporti trovati
mediante Ix, i2 , / 3 , «egue che, inyersamente, -detti invarianti si
esprimono come funzioni razionali di quelli, e precisamente :

Su 'f :
T __ (1246)* 1 (1265) — 1 \
i l ~ X ^ î (1234) — 1 ï2

__ 2 j (1234) — 1 I -t- (1246) j 1 — (1265) |
2 "~ (1234) — 1

I 3 = (1234).
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Su r 3 :
(1245)- i (1234) — 1 !

Ix = 1 -+- (1265) ; (1245)-*-1 f [(1265) | (1245) -4- 1 ! - 2(1234)(1245) - 2] -*-
H» (1234) (1245) i (1234) (1245) -+- 2 j -+- 1

_ (1245) j ( 1 2 3 4 ) - l i
Js — - -+• ( 1 2 65) | (1245) -+- 1 |~ — (1234)(1245) — 1

I3 = (1265) | (1245) -4- 1 i — (1234) (1245).

— CoNCLUDENDO : i tre mvarianti di un E% ed un E4 in posi-
zioue generica si possono esprimere, mediante Ie formule precedenti,
co me funzioni dei birapporti di sei punti particolari sulle ciibiche,
e precisamente :

su f (contenente V E% dell '^4 e V Ex àelVE^):
1) I centri dei due elementi
2) Le due intersezioni, fuori dei centri, di y3 coi piani tangenti

ivi alla F* deterininata dalla y8 stessa e dalla -f di BOMPIANI

contenente i due Et

3) Le due intersezioni, fuori dei centri, di y8 coi piani tangent
ivi alla Ft

2 déterminât a dalla Y3 e r3.
Su r 3 (contenente V E4 e Y Eo de\VEt):

1) I centri dei due elementi
2) Le due intersezioni, fuori dei centri, di F3 coi piani tangenti

ivi ail» j?V
3) L'intersezione, fuori di A4, di T3 col piano tangente ivï alla F,-
4) L'ulteriore intersezione di F3 con F* distinta da quelle nei centri*


