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Sui eommutatori del gruppo modulare.

ISTota di GAÉTAN o VILLARI (a Firenze)

Sunto. - Si dimostra che per p >> 3 (p numero primo) gli elementi del
gruppo modulare Gp sono tutti commutatori.

Suinniary. - It is shonrn that for p > B (p prime number) the éléments of
the modular group Qrp are all commutators.

I. Sia G un gruppo, ed indichi Gf il suo derivato. Non sempre
accade, come è noto. ehe ogni elemento di G' sia un commutatore
di G, o, in altre parole, che il prodotto di un numero qualunque
di commutatori sia sempre un commutatore; è perciö naturale
domandarsi come possano riconoscersi quei gruppi che godono
délia proprietà sopra indicata.

In particolare, se il gruppo G è perfetto (G =6r'), si tratta di
stabilire se ogni elemento di G è un commutatore (f).

Criteri di carattere generale, atti ad accertare o ad escludere
per un generico gruppo la proprietà in oggetto, non sembra siano
stati finora segnalati; è stato invece studiato direttamente in al»
cuni casi il comportamento di singoli gruppi.

Ad esempio è stato provato (2) che nel gruppo finito simmetrico
2n ogni elemento del gruppo alterno è un commutatore, e per
w > 5 ogni elemento del gruppo alterno risulta commutatore di
elementi del gruppo stesso. Pertanto, sia nel gruppo simmetrico
che, per n>h, nel gruppo alterno, il prodotto di due o prix com-
mutatori è ancora un commutatore. Altrettanto avviene, come su*
bito si vede. anche per n <Z 5.

In questa Nota mi propongo di studiare il comportamento del
gruppo modulare Gp, ove p è un numero primo, e di proyare
una proprietà analoga a quella più sopra segnalata per i gruppi
simmetrico ed alterno. Precisamente yerrà dimostrato che? per
p > 3, ogni elemento di Gp è un commutatore, e che anche per
p = 2, 3, come direttamente si verifica, il prodotto di commutatori
è sempre un commutatore.

(4) Cfr. H. HILTON^ An introduction to the theory of groups of finite
order, Oxford Press, 1908; (Appendix, n, 3).

(2) Cfr. O. ORE, Some remarks on comvnutators, Proe. Am. Math. Soc,
2 (1951), 307-314. Cfr. anche "N. ITO, A theorem on the alternating group
Un ( » > 5 ) , Math. Jap v 2 (1949), 59-60.



SUI COMMTJTATORI DEL GKUPPO MODULAKE 197

2. Sia p > 3 un numero primo, ed indichiamo con Gp il rela-
tivo gruppo modulare Gp (3), cioè 1' insieme delle p(p -f- l)(p —
sostituzioni sopra i p + 1 simboli

oo, 0, 1, ..., p — 1,

definite dalla legge

(1) x>ss
<?L±£f CCS-PY^I (mod-j,).

Indichiamo con S(a, b, oo), 6 E|E 0 (mod. p), la sostituzione I ̂  ,

appartenente a GP (4).
Fissato il valore di 6 e facendo assumere ad a i valori

(2) 0, 1, . . . , p - l ,

si ott^ngono allora p sostituzioni che lasciano fermo il simbolo oo
e sono tra loro tutte distinte. Infatti Ie sostituzioni S(a1, fe, oo),
S(a2, 6, oo), axBEaü (mod. p)> portano rispettiyamente lo zero in bal9.
ba%, e non possono coincidere.

Osserviamo ancora che, fissato in (2) il valore di a, si ha
S{a9 p — 6, oo) = S(p — a, fe, oo), e pertanto tali simboli, quando a
percorre T insieme (2), rappresentano Ie medesime sostituzioni.

Inversamente, supponiamo che Ie sostituzioni £(0^, b}, oo),
8{at, b%, 00) coincidano, ehe cioè si abbia per la (1)

bx (bi x -«- a j = 6g (62 » H- a2) (mod. p);

facendo allora x — 0, 1 si ottiene rispettivamente

a, &, ̂  a2 &t, 62* - b^ = (6, - 6 , )^ + &.) = 0, (mod. p),

e poichè non puö aversi b% — 6j == 0, dovrà essere b2— p — &j.
Pertanto, facendo assumere ad a i valori (2), e a 6 i valori

(3) 1, 2 , . . . , ^ = ^ ,

(3) Cfr. L. BiANCHi, Leziont sulla teoria dei gruppi di sostituzioni e
delle equazioni algebriche secondo Galois, Pisa (1900), pp. 90 e sgg.

(4) I nuraeri a, % y> s gi consitlerano presi rispetto al modulo p; col
simbolo a/b si indica il numero intei-o soluzione della congruenza bx = a
(mod. p).
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col simbolo S(a, fe, oo) si rappresentano p(p — l)/2 sostituzioni di-
stinte del gruppo Gp, ciascuna delle quali lascia fermo il simbolo oo.

Indichiamo ancora con S(a, 6, c), 6~|EO (mod.p), la sostituzione
a — 1/6 — ac\

-bc ) a P P a r t e n e n t e a Gv
Con considerazioni analoghe alle precedenti si vede che, fis-

sati b e c e facendo assumere ad a i valori (2), si ottengono p so-
stituzioni che portano c in oo e sono tra loro tutte distinte.

Si lia pure S(a, p — 6. c) = S{p — a, b, c), e pertanto tali sim-
bolij quando a percorre Pinsieme (2), rappresentano Ie medesime
sostituzioni. Inversamente, supponendo S(al9 &1? c)^=S(a2, 62, c),
discende 62 = p — è1.

Dunque, fissato c e facendo assumere ad a e b rispettivamente
i valori (2) e (3), si ottengono p(p — l)/2 sostituzioni distinte di Gp

che portano il simbolo c in oo.
Da ciascuna di queste poi, facendo variare c nelPinsieme (2),

si ottengono p sostituzioni tutte distinte tra loro e dalle prece-
denti, e perciö in totale p2(p — l)/2 sostituzioni esprimibili col sim-
bolo S(a, 5, c).

Tali sostituzioni risultano distinte da quelle precedentemente
espresse col simbolo S{a, 6, oo), e poichè il loro numero comples-
sivo è p(p -f- l)(p — l)/2, che è l'ordine di Grp, possiamo concludere:

Le sostituzioni del gruppo modulare Qp sono tutte e sole quelle
che si esprimono con i simboli

«5, S ( „ , , , ,

3. Facendo uso di note relazioni sul prodotto di due sostitu-
zioni lineari, facilmente si provano per i simboli (4) e (5) Ie se-
guenti identità:

(6) S - ( a , b, c) = (6
6
C _1;

6
6 ™) = S(bc, b, a/b),

<7) S-l(a, b, oo) = ^ = S( - a, l/ft, oo).

Si ha pure
6 a bc .

' a(a — ÖY) — ö - T + T " a<H& —
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e pertanto, ponendo D = a — by:

(8) S(a9 b, c)S(a, 0, Y) = S ( j - - p jj, oo)
se D = 0 (mod. p) ;

(9) S(a, 6, c)S|a, p, T) = «(«D - ^ PA c + ^

se D E | = 0 (mod. p).

Analogamente si ottiene

(10) S(a, 6, c)S(a, p, oo) = s{a? -t- a&, ^ c ),

(11) S(a, S, <x,)Sla, 6. c) = S

(12) S{a, b, oo)S(a, s, oo) = S fap -+- £ , 66, c

Indichiamo adesso col simbolo [S, S'] il commutatore della
coppia di sostituzioni S, S', ed esaminiamo i commutatori del sot-
togruppo Gp di Gp formato dalle sostituzioni (4) che lasciano fermo
il simbolo oo,

Tenendo conto délie (7) e (12) si ha

[8{a9 6,oo), % , S,H] =

* S{a, b, oo). S(a, p, oo) = S(if, 1, oo),

a , aayendo posto K=T — a&-»-r^ — a62B; pertanto i commutatori del

gruppo (4) sono sostituzioni della forma S(a, 1, oo), a^=0, 1̂  ..., p — 1,
Inversamente ogni sostituzione del tipo indioato puö pensarsi

oome commutatore di elementi di Gp, dato cbe per es. si ha:

[«(O, 2, oo), s(™jja, \. ooj] = S(o, 1, oo).

I commutatori di Gp sono quindi tutte e sole le sostituzioni
S(a, 1. oo)(a = 0, 1, ..., p — 1); e poichè il prodotto di due tali so-
stituzioni è ancora dello stesso tipo, il derivato di Gp risulta com-
posto? esclusivamente, di commutatori. Ciö vale ovviamente, per
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simmetria, anche per gli altri sottogruppi di G formati dalle so-
stituzioni che lasciano fisso un dato elemento.

4. Per quanto précède, ogni sostituzione del tipo S(a, 1, oo) si
puö considerare come commutatore di elementi di Gp, e mostre-
remo adesso come ciö sia vero anche per tutti gli altri elementi
di Gp.

Per Ie sostituzioni del tipo S(0, 6, oo) si ha infatti, tenendo
conto delle (6), (8) e (9):

F (2 ~h b 1 -+- 26

L \

6(2+ 6\ o / l + 26 1 + 26

1 + 26 1 +
6(1 — 6) ' 6(1 - 6) '

2 -f- 6 1 + 26 6(2 + 6)\ (1 •+• 26 1 + 26 \

ï^^6' ~T3T' -TTW)s[T=b> ~6(r^6j' -1) =
1 + 6 + 61 1 + 26 l + 6 + 6l\ „/1 + 6 + 62

1 _ 6 ' 1 — 5 ' 6(1 + 26) / " V 1 - 6

1 + 2 6 1 + 6 +

La précédente identità perde significato per 6 ^ 1 , ma per tale
valore è stata dimostrata al n. 3, e pertanto è vera sempre (5).

Infine, se <*E|EO (mod. p), si ha

( 3(6 + 1) 2q \ / l 3(6 + 1) 2a6
a ' 3(6 + 1)/ \6 ' ab ' 3(6+ 1)

3(6 -*-1) ab
a ' 3(6

b \ ( 3(6 + 1) a \

+T)j " ö \~ 2' S6~ ' ~ SfF+T^

(5) Le espressioni che figurano nella identità perdono significato
quando b = (p — l)/2, ma ricordando che S(0, (p —1)/2, oo) — 5(0, (jp H- l)/2,oo)r

puö sempre pensarsi che sia b =(r (p — l)/2.
(6) Puö escludersi il valore & ^ — 1, dato che, per ottenere tutte Ie so-

stituzioni distinte del tipo indicato, b varia nelFinsieme (3).
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Pertanto tutte le sostitazioni délia classe (4j risultano commu-
tatori di elementi di Gp.

Rimane da yerifioare la proprietà per Ie sostituzioni della
classe (5).

Ma anche in tal caso, tenendo conto delle (6), (7), (9), (10), si ha

8 6 c - 2 a - 1 2 1\ /46c — o - 5 1
26

46c — 1 _ 46c — a - 6\ „ fa -4- 5 — 46c

c _ ^)s(„ + 4,

Possiamo dunque concludere: Ogni sostituzione del gruppo Gp

(p > 3) è ttn commutatore, e pertanto il prodotto di un numero
qualsiasi di commutatori è sempre un commutaiore.

5. Per p r= 2, 3, pur non valendo la proprietà che ogni ele-
mento del gruppo è un commutatore, si verifica immediatamente
corne già si è detto al n. 1, che il gruppo derivato è composto
esclusivamente di commutatori.

Basta osservare che G2 coincide col gruppo totale sopra gli ele-
menti oo,0, 1, e (ïj col gruppo alterno sopra gli elementi 00, O, 1, 2.

Si puö ancora notare che la proprietà dimostrata per i gruppi
modulari consente di affermarne una analoga per i corrispondenti

gruppi lineari, formati cioè dalle sostituzioni I <J con a8 — (3y-|-0

(mod. p).

Infatti il derivato del gruppo lineare (p > 3) coincide col gruppo
modulare, e poichè ogni elemento di questo è commutatore del
gruppo modulare, e quindi anche del gruppo lineare, ne yiene
che il prodotto di commutatori del gruppo lineare è sempre un
commutatore.


