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Sul la risoliiziotie compléta in numeri naturali dell'equazione
indeterminata a?2H-ma?4-p = (p-hm -+- 1)#% nei casi m — 1, 2.

Nota di GITTSEPPE PALAMÀ (a Lecce)

Sunto. - È contenuto nel titolo.

Caso particolare dell' equazione indeterminata

(1) x2 -*- mx -+- p = (p -h m -+- 1)Î/*

è il seguente ( w = = ^ ) ^ l )

(2) X2 H- CC H- 1 = 3f/»

di cui si sono occupati vari Autori.

E. OBLATH 0) nel 1950 suppose che la (2) non ha altra solu-
zione in numeri naturali, con x dispari, délia (1, 1).

Successiramente T. NAGKELL (2) aggiunse Paltra soluzione

x = 313, y = 181.

Becentemente A. SCHINZEL e 'W. SIERPINSKI (3) ne hanno

dato tutte le soluzioni in numeri naturali, stabilendo fra le solu-
zioni una formula ricorrente, e dimostrando che con taie formula
si hanno appunto tutte le soluzioni in numeri naturali délia (2).

Ora noi ci occupiamo délia più generale (1) nei casi m=l.
m = 2.

Innanzi tutto perè osserviamo che ai risultati di SIERPIKSKI
e SCHINZEL si puö pervenire subito con metodi classici che dànno

(4) R. OBLATH, über die diophantische x* — I=i2y2, « Acta Mathematica
Ac. Sc. Hungaricae », 1, (1950), pag. 114, Satz. 1.

(2) L. c, p. 321.

(3) A. SCHINZEL et W. SIËRPINSKI , Sur V équation x2 -t-cc-f-1 =3«/2 ,
«Colloquium mathematicum », Vol. IV , (1956), fase. 1, pp. 71-73.
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tutte (senza che occorra dimostrarlo) Ie soluzioni in numeri natu-
rali della (2).

Risolvendo ad esempio difatti la

(2) x% -+- x -+- 1 — 3y* = 0

rispetto ad x si ha

2

che, trascurando la radice negativa, e ponendo

1 2 ^ — 3—9£%

oioè

(3) C2yf - 8*« = 1,

dà

(4) x= g .

Ora, da tutte Ie soluzioni in numeri naturali delF equazione
di PELLI-FERMAT (3) si hanno tutte Ie soluzioni della (2) che ei
interessano.

Poichè la soluzione minima della (3) è (1^ 1), ponendo

si ha

(2 + V3)'«+ 2 = 2y B + l + tn+lV3 = (2yn •+ fnV3)(7 + 4 \ 3),

ossia, per la (4)

%n + 1 + (»+1 V3 = 8xH + l±yn + 4 + ( y au -+-%„ + 7/s) V3,

che dà, se si tien presente la (4), Ie formule ricorrenti

+- 3, «/„+l = 4JC„ H- 72/n -h 2,

médian te Ie quali si hanno tutte Ie soluzioni in numeri naturali

della (2) e si ha cosl il risultato di SrEBPiNSKi e SCHINZEL.
Ma con il procedimento ingegnoso usato da questi Autori,

opportunamente trasformato, possono risolversi completamente
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equazioni più generali di quella trattata da SIERPINSKI e SCHIN-
ZEL, quale è la (1) nei casi detti di m = 1, m = 2.

2. Il caso w = 1. .

TEOREMA 1. - Tutte Ie soluzioni in numeri naturali della

con p intero non negativo e p + 2 non quadrato, sono date dalle
formule ricorrenti

I a — 1
xn+l = aa;n -+• (p -+- 2)p2/n H ^~
y»+1 = $xn -f- a2/n -f- p/2

per ogni soluzione iniziale (x{, 19 yt, t) con

(2'2) xit, ^ ^ ^ + p y/pïp^2\ i = U 2,..., r,

essendo

ed a, p soluzione minima, con p par» won nullo, delV equazione di
I

(3J

Si sa che la (32), se p -t- 2 non è quadrato, è sempre possibile
ed a minette infinité soluzioni date se y, S ne è la minima da

(4.) X -4- Y y/È~^2 = (y ̂ - S V ^ 1 ^ ) 5 , « = 1, 2,...

Perciö, se S non è pari, la soluzione minima di (32) con S pari
si ha dalla (42) per s = 2 ed è

a = y2 -+- (p -H 2)S2, p = 2YS.

Ciö premesso proviamo che sussistono le disuguaglianze

a— 1
(52) (p -h 2)pf/ <

per

(6J x
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e

(7.) a * > pas + p/2,

se x, y è una soluzione di (lt).

Se difatti si avesse

si arrebbe quadrando

(9t) (p -H 2)*py S> a»aï« -4- a(a - l)ae

e poichè dalla (12) si ha

(10,) (p •+- 2)2PV = (P •+• 2)P2a;2 •+- (P

dalle (92), (102) seguirebbe, essendo

(11.) a*-(p-i-2)p«

ossia

(ia,)

Öra se si prescinde dalle soluzioni di (12) soddisfacienti a (2,'),
che si cercheranno a parte, (se il secondo membro di (22') è alto,
la ricerca délie (xu 1, yit j), i = 1,... , r, è laboriosa qualunque sia
il inetodo che vi si adoperi; ma in inoltissimi altri casi inTece
taie ricerca è agevolissima), sarebbe la (122) in disaccordo con (62),
quindi la (St) è impossibile e tutte le soluzioni i cui valori di x
soddisfano a (62) soddisfano anche a (52).

Per dimostrare poi la (72) si noti che se si avesse

«1/ < $x -h p/2,

si ayrebbe anche

ma dalla (12) segue

P2X2 -+- p2x + $2p — (^ -H 2)P
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e quindi dal confronto seguirebbe, per la (11,)

che è impossibile.

Poniamo ora

a — 1
x' = ax — (p -4- 2)p«/ H g— , y' = - px -+- at/ — B/2.

Per Ie (5S), (72) è x' > 0, «/' > 0, ammesso che valga la (6t).
Inoltre si ha

(132) x — x' = (1 - *)x -f- (p • ^

ossia essendo per la (112)

che per la (78) dà

x' < x.

Si verifica poi subito che (#', i/') è soluzione di (ls).

Ora supponiamo che Ie soluzioni di (Ij) soddisfacenti, con il

valore délia x, a (2'£) siano

Quindi da una soluzione (x, y) si passa, a mezzo delle (13X),
all 'altra (x', y') con cc' <c.x. Se la soluzione (x', «/') ha

oc - 1

si puö, con Ie stesse (18j), passare dalla soluzione (x\ y') ad una
altra soluzione (x", y") e cosï via sino a quando non si perviene
ad una soluzione (x(Hl), ylm)) con
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allora dovrà necessariamente (x(m), yim)) coincidere con una delle
(xif !, #t. j) alla quale, applicaiido di nuovo Ie (13t), si ha un' altra
soluzione (xim+]\ yim+v) ma con se("ï+1) < 0.

Cioè se poniamo

a — 1
g(x, y) = (a# — A$y H- —^—, — pa; -+- ccy — p/2), A=p+-2,

se indichiamo cioè con g(x, y) una funzione che trasforma la solu-
zione (x, y) nell 'altra (ie', y% si deve avere necessariamente

D? altra parte se si pone

^ L̂ = i ? 4- 2,

si Yêrifica subito che

e quindi

f^\g^\x, y)) = (x, y),

cioè per (t42)

rm)(«,,i, »i,i) = (^ 2/)-
Se infine si pone

•aiBH-iipt/-f-^Z-^-=Z', pa; •+• *y •+- p/2 = Y', ^ = j p - + - 2 ?

si yerifica subito che.(X', Y') è soluzione di (12) e quindi, se (x, y)
è soluzione di (1,), lo è anche f(x. y) con numeri maggiori rispet-
tivamente di x. y.

Risulta perció, come si doveva ditnostrare, che tutte Ie soluzioni
in numeri naturali della (1,) sono date da

(*t, i ̂  Vu i), f{vu i » Vu )> fKxu i •> Vu i) » - » * = 1 ' 2» - ? r-

S. Se per es. si fa p = 3, si ha che soluzione della (3S), minima
con p pari, è

a = 9, p = 4,

ed è

2) = 4-1- 4VÏ5 = 19,49 ...
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Ma Ie soluzioni della

(lg) x2
 H- x -f- 3 = 5«/2

con x < 19,49... sono soltanto (1, 1), (6, 3), pertanto tutte Ie solu-
zioni in numeri naturali della (13) sono per Ie (2g)

(1,1), (33,15), (601,269),...,

(6,3), (118, 53), (2126, 951),....

Se invece si suppone p = 5, la (Ij) diventa

(23) . x2 -+- x + 5 = ly*

e si hanno due soluzioni con x soddisfaciente a (122)

(1, 1), (145, 55)

e poichè la soluzione minima con 6 pari è ora oc==127, p ==.48, si
ha che tutte Ie soluzioni in numeri naturali della (23) sono

(1, 1), (526, 199),...,

145, 55), (36 958, 13 969),...,

4. Il caso m = 2.

TEOBEMA 2. - Tutte Ie soluzioni in numeri naturali della

con p intero > 1, qualsiasi, ma con p •+• 3 non quadrato, si otten-
gono a mezzo delle formule ricorrenti

i #M-M = «O!M -f- (p -h 3)$yn + a
( 4 )

per ogni soluzione iniziale (xu 1S yu ,), i=l, 2,..., r,

(240 ^ . . ^ a - l -

essendo a, p ?a soZw0iowe minima della

Innanzi tutto si dimostra, in maniera analoga a quella seguita
per provare Ie (53), (72), che, per tutte Ie soluzioni (x, y) di (14) per
cui è
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si ha

(4J pn-3)pf/<aa;-+-a — 1 ,

e che inoltre è

(5,) *y > P(x + !)•

Se ora poniamo

(64) 0 5 ' = ocx — ( p - h S)Py-i-a - 1, y ' = - px +• «# — p,

pe r Ie (44), (54) è x' > O, £ƒ' > O, supposto che va lga la (34). I n o l t r e è

as — as' = (1 — a)x -f- (p -f- 3)pt/ -+- 1 — a;

m a eseendo

a« -(p-h W = 1,
risulta

e quindi

e perciö si ha per la (54) x' < x.
Si verifica poi subito che (cc', ̂ /') è anche soluzione di (IJ.
Pertanto da una soluzione (x, y) della (14) si passa con la (64)

ad un' al tra (a;', y') con a;'<a; e cosï via sino a quando non si
perviene ad una soluzione (xim)

} y(m)) con

- 3)

allora doyrà necessariamentè coincidere, (xlm\ y(m)), con una delle
soluzioni (xitl, f/f),), l < ; i < ; r . Inoltre a mezzo della soluzione
(xim\ ytm>). applicando di nuovo Ie (64), non essendo ora soddisfatta
ïa (34), si ha una soluzione (x(w+1), «/(m+1)) con a5(m"»"l) < 0..

Pertanto se poniamo

G(x, y) — (<xx — B$y -f- a — 1, — 8# -H â / — P), .B = p H- 3,

la funzione G(cc, i/), trasforma la soluzione (x, ̂ /) nelPaltra (x% yf),
e si ha

D'altra parte se poniamo

( a — 1,
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si Terifica subito che è

F(G(x, y)) = (x, y),

e quindi

F<"Wm\x, y)) = <», y\
ossia

Fim)(xit 1, yu !> = (x, 2/), 1 <ç i < r.

Infine posto

« - l = r , pa- + a«/ -H p = Y',

si verifica subito che (X\ Y') è soluzione di (i4).
Risulta perciö che tutte le soluzioni in numeri natural i délia

(14) sono date da

(#.-, i , Vu i), ^(aî*, w t/£ï Ï). F\xu !, y i f , ) , . . . , i — 1, 2 , . . . , r,

corne appunto dovevasi dimostrare.
P e r la ricerca délie soluzioni (xul, yit x) Ta ripetuta qui un'os-

servazione analoga a quella fatta a proposito del 1° teorema.

5. Se per es. ,si fa p = 4, délia

(16) x* -+- 2cc H- 4 = 7«/2,

essendo a m 8, p = 3, la soluzione minima délia

X* — 7Y* = 1,

si hanno le seguenti eoluzioni non soddisfacienti a (34)

(1, 1), (4, 2)

e le (24) danno ad es. le soluzioni délia (ls) che seguono

(1, 1), (36, 14), (589, 223),...;

(4, 2), (81, 31), (1306, 494),....

Se mvece si f a p = 8, soluzioni in numeri naturali délia

x2 -+- 2a; -+- 8 = lit/2,

sono le seguenti

(1, 1), (52, 16), (1057, 319), ... ;

(12, 4), (261, 79), (5226, 1576)
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6. A mezzo dei due teoremi stabiliti precedentemente si troyano
tutte Ie soluzioni in numeri naturali d' infinité equazioni inde-
terxninate del tipo

X2 - My* = — N.

Se difatti si risolve rispetto ad x la

x2 -+- x + p — (p + 2)y* = 0

si ha, quale valore positivo della x,

__

che, dovendo essere identicamente eoddisfatta da x = xH, y = y„,
ove xn, yn, son dati dalle formule ricorrenti (2t), indicando con Pn

il radicando risulta

e quindi tutte Ie soluzioni in numeri naturali della

in cui p è un intero non negativo qualsiasi, ma con p -f- 2 non
quadrato, si ottengono assumendo

t = tn = 2xn + l, z = 2yn, n = 1, 2, ...

quando xn, yn si calcolano a mezzo del 1° teorema.
Se per es. è p = 3, soluzioni della

F - 5s2 == — 11
sono Ie seguenti

.(3, 2), (67, 30); (1203, 538),...;
(13, 6), (237, 106), (4253, 1902),....

In modo analogo avvalendosi del teorema 2° si ha che tutte Ie
soluzioni in numeri naturali della

p intero > 1, ma p -+- 3 ̂ -on quadrato, si hanno per

a;n, t/n dati dal teorema 2°.
Se si assume per es. p = 4, dell'equazione

P — Iy*^ - 3 .
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sono soluzioni le seguenti

(2, 1), (37, 14), (590, 223), ... ;
(5, 2), (82, 31), (1307, 494),....

7. Con un'altra applicazione del 1° teorema si generalizzano
dei noti risultati relativi aile soluzioni délia seguente equazione,
su cui hanno richiamato F attenzione SIERPIKSKI e SCHINZEL (4)

in cui le basi dei cubi differiscono di una unità (5).
Se r è un intero non negativo qualsiasi, tutte le soluzioni délia

equazione
(27) (* -+- qY —»»_= q(r2 -+- r H- ï)y\ q = 2r -*- 1,

si ottengono assumendo

x — 1
(37)

 0 = ^ 3 r > y—Vn> » = i, 2, . . . ,

essendo xn, yn, dati dal 1° teorema.
Difatti dalla (27) si ha subito, quando si faccia

x2 H- x H- 3r2 -h 3f + 1 = 3(r2 + r + ï)y2,

che è del tipo délia (12) per p = 3r2 H- 3r H- 1.
Si noti che nella (27) le basi dei cubi differiscono di un intero

positivo dispari qualsiasi e che la (27) se r = 0 si riduce appunto
alla (17).
* La questione che dà luogo alla (27) è la seguente: Si cerchino
due interi che differiscano di un numero intero dispari qualsiasi
e tali che la differenza dei loro cubi sia multipla di un quadrato.

Se per es. si fa r = 3 si ha l'equazione

(47) (* -H 7) 3 - z* =

cui corrisponde F equazione, quando si ponga 30 = x — 3r — 1

Ora poichè (25, 4) è la soluzione minima delF equazione

X* — 39^ = 1

(4) L. c. in (3).
(5) « Arae r i e . Ma th . Mon t ly », 53, (1946), pp . 464-465.
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si ha, a mezzo delle (22), (37) ad es. la soluzione (61, 31) della (47).
Si noti inoltre che con 1' applicazione del 1° teorema si possono

avere tutte Ie eoluzioni in numeri naturali della (27), una volta
fissato il valore di r.

8. Infine i due teoremi stabiliti danno facilmente tutte Ie solu-
zioni in numeri naturali delle equazioni

(l.s) x% ~~ x -+- P = (P +" %2>

(2t) !C«-2a5H-p = (p + %«.

Difatti la soluzione positiva della (12) è

se si pone
- (4p - 1).

Ora, ae indichiamo con x' 1' opposto della radice negativa della
), cioè se poniamo

si ha per la (38)
x' = o; -+- 1.

Si verifica subito che se (x, i/) è soluzione della (18), (x', y') è
invece soluzione della (18). Pertanto Ie formule che danno tutte. ?e
soluzioni in numeri naiurali della (18), a mezzo delle (2,), som)

»'«+i = »«+i = P»« H- a2/n •+- P/2,

per o^wi soluzione iniziale il cui valore di x soddisfa alla (22') :

(*'«, i » »'*, i) = fe, i •+• 1, Vu I)Ï * = 1, 2 ; . . . , r.

In modo analogo si trova che tutte Ie soluzioni (x", y") in nume-
ri naturali della (28) sono date dalle

<4_! = xn+l •+- 2 = xxH + (p -

per ogni soluzione iniziale il cui valore di x soddisfa a (2/J :

( < i » #ïj i) = («.-, i -H 2, yif T), i =z 1, 2,...., r.


