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Piani proiettivi desarguesiani non ciclici.

Nota di IJUIGI ANTONIO ROSATI (a Firenze)

Simto. Si determinauo tutti i piani proiettivi ftniti desarguesiani dotati
di un gruppo non ciclieo di colhneaziom, transitivo su tutti i lor o punti,
d'ordine uguale al numero dei punti del piano e si dà la condieione
perché tutte Ie collineasioni di tale gruppo siano omografie.

Stininijtry. AU the projective flnite desarguesian planes having a non cy-
clic group of collineations, transitive on all their points, wielt order is
equal to the number of the points of the plane, are determmated lt is
also given the condition in oider that all the colltneations of such a
group are projective.

J. SINGER [4] ha dimostrato clie ogni piano proiettivo finito
irriducibile desarguesiano puö riguardarsi corne un piano ciclieo
perché ammette un gruppo ciclieo di collineazioni, transitivo su
tutti i punti, di ordine uguale al numero dei punti del piano.

Facendo seguito a un lavoro analogo sui piani af fini in corso
di pubblicazione [3], in questa nota si determinano tutti i piani
proiettivi desarguesiani irriducibili trausitivi regolari non ciclici,
cioè tutti i piani finiti proiettivi desarguesiani irriducibili dotati,
oltre che del suddetto gruppo ciclieo di collineazioni, di un gruppo
non ciclieo di collineazioni, E, di ordine uguale al numero dei
punti del piauo, transitivo su tutti i punti del piauo stesso. Esernpi
di tali piaui sono stati dati da G. ZAPPA [6] e da B. H. BRUCK [1].

Bisulta da questa nota che per ogiii piano proiettivo desargue-
siano irriducibile transitivo regolare non ciclieo di rango n esiste
uno pseudocorpo del DICKSON di ordine n3 e quindi uu piano
proiettivo (non desarguesiano) di rango n3 sopra tale pseudocorpo.
Yiceversa sono date Ie condizioni perché ad uno pseudocorpo del
DICKSON di ordine nz corrisponda un piano proiettivo desargue-
siano irriducibile transitivo regolare non ciclieo.

Si détermina infine la condizione perche le collineazioni del
suddetto gruppo non ciclieo E siano omografie.
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1. Vogliamo pro vare che

T EO RE MA. 1. Ad ogni piano proiettivo n desarguesiano irriduci-
bile transitivo regolare non ciclico di rango n = pt (p primo) cor-
risponde uno pseudocorpo del Dickson ('), K, di ordine n3 e quindi
un piano proiettivo di rango n3 sopra tale pseudocorpo.

Sia ir uu piano desarguesiano irriducibile di rango n = p ' che
aminetta un gruppo E regolare non ciclico, di ordine w! + n + l ,
di collineazioni, transitivo sui suoi punti e siano (xl. x2, x3),
(x\, xf

2, x
f
3) Ie coordinate omogenee di due punti di ir che si

corrispondano in una collineazione (*) di iz in sè. Si ha [5]

It) 9x\='ialkx/\ t= l , 2, 3,
k

dove i coefficienti alh e p=|=0 appartengono a un campo di G-ALOIS

di ordine n, GF(n), e r è uuo qualsiasi dei numeri 0, 1,..., t — 1.
Queste collineazioni costituiscono un gruppo, L, di ordine
t(n2 -H n -H l)(n -H l)(n — l)?n3. Iusieme ad esso consideriamo il
gruppo, H, d'ordine t(nz — l ) ( » + l ) ( w - 1)V delle trasformazioni

(2) x ' l = 2 alkxhp\ * = lf 2, 3.
k

La corrispondenza, cp, che associa alla trasformazione (2) di H la
collineazione (1) di L che ha gli stessi coefficienti a,k è un omomorfi-
smo di H su L e ogni collineazione di L proviene da n — 1 tra-

(1) Diciamo pseudocorpo del DICKSON un sistema, K, con doppia com-
posizione definito dalle segueni i proprietà:

1) gli elementi di ÜT, rispetto all'addizione, formano un gruppo abeliano;
2) gli elementi non nulli di K forraano, rispelto alla moltiplicazione,

un gruppo; inoltre, qualunque sia a in K, a • 0 — O • a=O\
3) qualunque siano a, 6, c in K, si ha a(b -h c) = ab -|- ac.

Ordine di uno pseudocorpo finito è il numero dei suoi elementi . Gli
pseudocorpi del D I C K S O N finiti. che non siano carapi di G A L O I S , coincidono
con i vollstandige Fastkörper considérât] da H. ZASSENHAUS in [8] I n
questo lavoro, dicendo pseudocorpo del DICKSON, intendiamo uno pseudo-
corpo che non sia un campo di G A L O I S .

(2) Dati due piani lineari n e iz', chiaraiamo colJineazione fra essi una
qualunque corrispondenza biuniv(»ca fra i punti di n e quelli di n' che
conservi gli allineamenti. Chiamiamo invece omografia una coll ineazione
fra ïï e it' che conservi i birapporti.
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sformazioni di H. Quindi una collineazione di u puö rappresentarsi
con un sistema di equazioni (l) o con n - 1 sistemi di equazioni (2)
a coefficient proporzionali. Per ipotesi, L deve contenere E come
sottogruppo. Questo, avendo ordine n* -+- n -+- 1, è tale che Tunica
collineazione di E che lasci fermo un punto di u è l'identità. Le
trasformazioni di H che sono portate da <p in collineazioni in E
formano un sottogruppo non ciclico di H, che chiameremo Gr, di or-
dine n3 — 1, tale che 1' unica trasformazione di esso che lascia ferma
una terna (xlt oc2, x3) di tre elementi di GF(n) non tutti nulli è
Tidentità. Se, considerate due generiche terne di elementi di
GF(n), S = (as,, xt, as,), /] = (#,, yt9 yA), si pone Ç +- T) = (xx -+- yï,
xi ~+- V%ï x% -+- 2/a)î si û a c n e Ie terne di elementi di GF(n) costi-
tuiscono rispetto a tale operazione un gruppo abeliano additivo, A,
di ordine nz e tipo (1, 1,..., 1)3(. Si vede subito che una trasfor-
mazione generica, g, di G détermina su A un automorfismo. Infatti,
se per effetto di g, si ha ; -^ £', per effetto di g—1 si ha E' —- Ç;
inoltre a causa délie (2), ricordando che in GF(n) è (œ+t/)pl'— xp'-hyp',
s e S - ^ ç ' e r ^ •/]', allora l •+- -t\ —* l' •+- TJ'. D'altra parte è noto che
nel gruppo di automorfismi, F, di un gruppo abeliano elementare
di ordine m esistono sottogruppi di ordine m — 1 non ciclici, sem-
plicemente transitivi sugli elementi diversi dall'identità, per quei
valori di m per cui esistono pseudocorpi del DICKSON di ordine m
e viceversa, e F risulta isomorfo al gruppo moltiplicativo dello
pseudocorpo [2, 7]. Ne risulta che a TC corrisponde uno pseudocorpo
del DICKSON, K, d'ordine w3. Risulta inoltre che il gruppo molti-
plicativo di K è isomorfo a 6r.

TEOREMA 2. - Sia K un generico pseudocorpo del Dickson di
ordine n3 (di tipo Kpi, m) corrispondente a un piano proiettivo desar-
guesiano transitivo regolare non ciclico di rango n = p*. Allora, se
GF(q) è il centro di K ed è qm — n3, si ha

(3) n3 -+- n ' +-1 = 0 (mod m).

Kicordiamo anzitutto come si puö costruire, secondo H. ZASSEN

- H A U S [8], un qualunque pseudocorpo del DICKSON K di ordine n3.
Si parfca da un campo di GTALOIS GF(n3) di ordine n3. Questo, a
sua volta, si puö considerare ottenuto ampliando un campo di
GALOIS GF(n) di ordine n nel modo seguente. Sia

xz
 -H ax~ + bx •+- c = 0

una equazione cubica a coefficienti in GF(n) ed ivi irriducibile.
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Se l è una sua radice, è noto che, al variare di xx, sc2, x3 in GF(n),
1' espressione

(4) #,X2 -+- x^ -+- ac3

fornisce tutti gli elementi di un campo di GALOIS GF(nl), conte-
nente GF{n)^ ciascuno una volta sola. Si vede poi che, se h è un
elemento qualsiasi di GF(n) e l = flc^2 -+- ÖC2A H~ œ3 è un elemento
qualsiasi di GF(nB) si ha

(5) h\ ^fe^ + KUbj.

Per costruire uno pseudocorpo del DICKSON di ordine nz dobbiamo
ora considerare un campo di GALOIS GF(q) contenuto in GF(nA\
con n3 = q'", in modo che ogni fattore primo di m sia un divisore
di q— 1 e che inoltre sia m=\=0 (mod 4), se q = 3 (mod 4). Si fissi
poi un generatore « del gruppo moltiplicativo (ciclico) di GF(n6)
e si consideri l'automorfismo p di GF(nz) tale che, per ogni ^ di
GF(n3), si abbia

(6) p(5) = E'.

Sia ora a un qualuiique elemento non nullo di GF(n3): esiste
allora uno ed un solo intero d (0 < d <Z n3 — 1) taie che a = wd.
Si consideri ora la congruenza nell 'incognita u

(7) q» = 1 -+- d(q - 1) (mod (q - l)m).

Essa ammette sempre soluzioni in -w: se inoltre %i] e t*2 sono due
tali soluzioni, si ha [8] pw> = pM2. Il numero d (e quindi F elemento v)
détermina pertanto Tautornorfismo

(8) P f l =p- ,

ove u è una qualunque soluzione della (7) corrispondente al dato
valore di d. Definismo allora, qualunque sia & in GF(n*\

(9) a o f » apff(p), 0 o S = 0.

Uno pseudocorpo del DICKSON di ordine n3 e tipo, secondo H.
ZASSENHAUS [8], jKpï,m, si puö considerare come costituito dagli
stessi elementi di GF{nz)} definendo l'addizione allo stesso modo
che in GF(nz) e definendo invece la moltiplicazione mediante
la (9). Tenuto conto che ogni pseudocorpo del DICKSON" di ordine n3
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è di tipo JTpZ.m, perché uno pseudocorpo del DICKSON che non sia
di tipo Kpl,m è di ordine p1, possiamo allora ritenere che K sia
stato costruito a partire da GF(n3) nel modo anzidetto. Diremo
allora che GF(n*) è il campo di G-ALOIS associato a K. Risulta
inoltre che il centro di K è GF{q) [8].

È noto che, fissato vj 4= 0 in K, al variare di a in K, la cor-
rispondenza a —*. /10 a è un automorfismo, ci.n, del gruppo additivo A'
di K. Di piu si sa che, al variare di y\ fra gli elementi diversi da
zero dello pseudocorpo, gli automorfismi c^ costituiscono un gruppo,
che diremo ff', isomorfo al gruppo moltiplicativo di K, di ordine
n9 — 1, non ciclico, semplicemente transitivo sugli elementi diversi
da zero di A' [2], Per quanto abbiamo già osservato alla fine della
dimostrazione del teorema 1 G' risulta isomorfo a G.

Osserviamo ora che ogni elemento ? = se,*1 -+- œ2À -f- x3 diverso da
zero di K détermina univocamente un punto di TU, di coordinate
omogenee (as,, x2, as3); viceversa al punto (a^, x%, x3) corrispondono
n — 1 elementi diversi da zero di K che per la (5) hanno la forma
hl = hx^k% -+- hx^k -h hx3, essendo h un qualsiasi elemento non nullo
di GF(n). Allora, considerato Tisomorfismo fra G e G', se un ele-
mento di G9 g, porta la terna (ac,, œ2, o?3) nella terna (»/, a?/, œ3'),
il corrispondente elemento di G' porta l = œ,X2 -+- ac2A -f- œ3 in
l' = x1

iA2-*-xt
tA -\~xz'. D'altra parte per Ie (1) (2), se g porta (xlt x%, x3)

in (ac/, xt', x3'), fissato comunque h in GF(n), esiste uu altro ele-
mento di (r, g, che porta (xl9 xS9 oc3) in (/»»,', te/, fc^'). Perciö se
(7̂ , è V automorfismo appartenente a G' taie che a^(l) = /) o £ = ç',
fissato comunque fe=(=0 in GF(n), esiste in ff' un altro automorfismo,
cr.fl, tale che sia ĉ (E) = ÏJ o Ç = (vj o ;) ,̂. Qaindi, qualunque sia 5 iu iv,
si ha che y\ o 5 = (-/j o ;)ƒ?, e perciö, posto E = 1, vj =vïfc. Allora risulta
(Ylh)ol = (/\ol)hJ qualunque siauo r,z^=0 e l in Z" e h in GF(n).
In particolare, posto vj = 1, si vede che si ha h o ? — ^ , qualunque
siano ft in GF(n) e ? i n Jv.

D' altra parte, posto fc = w5, per Ie (6) (8) (9) è ho\—h\<iu e
per la (7) qu =s= 1 -+- d(g — 1) (mod (g —l)m). Ora. poichè il periodo
di un generatore del gruppo moltiplicativo di GF(n3) è «3—l=rg™—1,
si ha gu~= 1 (mod (qM — 1)). Ma f/'4 — 1 = 0_ (mod (q — l)m) [8],
quindi si ha qu E= 1 (mod (g — l)m) e perciö d s 0 (mod ra).

Siccome un gruppo ciclico possiede al più un sottogruppo di
un determinato ordine, il gruppo moltiplicativo di GF(n) è 1' unico
sottogruppo ciclico di ordine n — 1 del gruppo moltiplicativo di
GF(n3). D'altra parte w"M-»-H genera proprio un sottogruppo ciclico
di ordine n — 1 del gruppo moltiplicativo di GF(n3), dunque il
gruppo moltiplicativo di GF(n) è generato da o)»2-r"+i . Siccome per
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ogni elemento tad di GF(n) si ha d = 0 (mod m), lo stesso si avrà
per il generatore w«2+"+1 del gruppo moltii)licativo di GF(n). Si
ha dunque w2 -+- n +- 1 = 0 (mod m), come si voleva dimostrare.

TEOREMA 3. • Se K è un generico pseudocorpo del Dickson di
ordine n3 — p3t, GF(q) è il suo centro ed è nJ = qm, allora la (H)
del teorema 2 è verificata quando e soltanto quando è soddisfatta o
Vuna o Valtra délie seguenti condizioni a), b):

a) q —n

b) m non è divisibile per 3 e posto t = s,m si ha

q = p3si e pSSim _!_ ps im _̂ i = o (mod m).

SLccome si ha n=p\ n* = q'n, posto q=p\ risulta 3t = sm e
quindi t = sm/S. Sono perciö possibili i seguenti due casi

1) 3 divide m

2) 3 non divide m e quindi divide s.

Nel caso 1), posto m t= dr, si trova n = pvs = qr. Allora la (3) diventa

(10) g ^ + f + l ^ ö (mod Br)

e per ipotesi tutti i fattori primi di Sr sono divisori di q — 1. Sia
allora z un fattore primo di 3r. Si ha q = 1 (mod z) e q"r •+• g'# -4- 1 = 3
(mod 0) ; quindi, per la (10), 3 = 0 (mod z) e z =r 3. Dunque 3r = 3%
con v intero > 1, q~v + gr + 1 = 0 (mod 3V), q = 1 (mod 3). Ora, se
u > 2 , r è divisibile per 3; perciö si ha qr = (Sa -+- ly = (3a)r -H
-+- r(3a,y-1 H- ... -+- Sar + 1 = 1 (mod 9) e q*r -+- qr -K 1 = 3 (mod 9).
Quindi, siccome, se v>2, Sv è divisibile per 9, dalla (10) segui-
rebbe, se v > 2 , qtr -H qr t- 1 == 0 (mod 9), contrariamente a quanto
ora visto. Quindi v = 1, r = 1, m = 3 e dunque q = n. Kei caso 1)
K ha per centro GF(n).

Yiceversa, se K ha per centro GF(n) cioè se è q = n ed m =. 3,
siccome si ha qllt — 1 = 0 (mod (q — i)m) [8], in questo caso risulta
w3 — 1 = 0 (mod S(n - 1)) e quindi W! + M + 1 = 0 (mod 3), che,
essendo m = 3. coincide con la (3).

Consideriamo il caso 2). Posto s — Ss^ allora t = s^m, n=psim,
q=p3s1 e quiudi i a (3) diventa

(11) p^in -+- p'i"* + 1 - 0 (mod m).

Il teorema è cosï completamente dimostrato.
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TEOREMA 4. - Esistono pseudocorpi del Dickson di ordine n3=p3sim

che soddisfano Ie condi&ioni b) del teorema 3.

Si vede facilmente che esistono pseudocorpi del DICKSON di
ordine n3 = p^n\ con m intero primo diverso da 3, aventi per
centro uu carapo di GALOIS di ordine q=p*sK Per essi si ha

(12) p3si — 1 ,== 0 (mod m).

D' altra parte non puö essere ^Sl = 1 (mod m), perché da questa,
per la (11), risulta 3^=0 (mod m), cioè m = 3, contrariamente al
supposto. Sara alloia

p*si + p'i + 1 = 0 (mod m).

Essendo m primo si ha poi

-+- 1)'" =pSïi»' -+-pv« H- l (mod w),

cioè la (11) risulta, per m primo diverso da 3, conseguenza della
(12). La (11) risulta quindi soddisfatti per ogni pseudocorpo del
DICKSON di ordine M-3 =-p

3*1'lS c o n m intero primo diverso da 3,
a vente per centro un campo di (XALOIS di ordine q=p3x

Un taie pseudocorpo si ha, per esempio, per p=2, sx = 2,
m = 7, nz = 24?, q — 26.

2. Yiceversa vogliamo provare che per ogni pseudocorpo del
DICKSON di ordine n3 per cui siano soddisfatte Ie condizioni a)
o b) del teorema 3 esiste un piano proiettivo desarguesiano irri-
ducibile transitivo regolare non ciclico.

Cominciamo col provare il seguente

LEMMA 5. - Se per uno pseudocorpo del Dickson, K, di ordine n3

sono soddisfatte Ie condizioni a) o b) del teorema 3, allora per ogni
elemento l di K e per ogni elemento h di K compreso fra gli ele-
menti del campo di Ga lots GF(n) contenuto nel campo di Galois
GrF(u3) associato a K si ha

h o ? = h5.

Infatti, se o) è un generatore del gruppo moltiplicativo del
campo di GALOIS GF(n3) associato a K, wa2+n+i genera il gruppo
moltiplicativo di un campo di GALOIS GF(n) contenuto in GF{n3);
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quindi, per ogni elemento h = w" di GF(n) si ha

d = 0 (mod (w: + w + l )).

Ma nelle nostre ipotesi vale la (3), perciö si ha d = 0 (mod m) e
d(q — 1) ss 0 (mod (q— 1) m); di conseguenza, in tal caso, tra Ie solu-
zioui della (7) figura u = 0. Pertanto, per la (8), ph è l'automorfismo
identico, onde per la (9) è h o \ = hl, come si voleva dimostrare.

LEMMA 6. - Fissati tre elementi 14= 0, o\ p, di K si possorio
determinare due corrispondenze biunivoche ® e ù di GrF(n) sti di $è
lali che, per h e k in GF(n) (e in K), si abbia

(13) i| o (ah + pk) = Co o a)ç(h) -H (r, o p)«k).

Siauo a e p due elementi di K che basterà supporre diversi da
zero; allora pa e pp miatano ciascuno ogni elemento di K in una
sua potenza, e quindi se h e & sono elementi di GF(n), anche pa(fc)
e pg(/c) lo sono. Quindi, se v\ è un elemento diverso da zero di K

r, o (o* H- pft) = 7) o (afc) -4- -/] o (p*) = V] o [x(pa(p

(il o «)p.no3[pa-'(fe)I + ('0 o B)^op[pp"I(*)]-

Posto cp = pa-1p.noa e ü/^p(3-1p.no|3, si ha che -/)
•+- (i ° P)+(*)j con cp e (]/ automorfismi di GF(n), cioè la (13).

TEOREMA 7. - Per ogni pseudocorpo del Dickson, K, di ordine n3,
soddisfacente Ie condizioni a) o b) del teorema 3, esiste un piano
proiettivo desarguesiano irridudbile transitivo regolare non ciclico.

K si puö considerare costruito, secondo il procedimento del n. 1,
a partire da un campo di GALOIS GF(nz) e quindi ogni suo ele-
mento si puö rappresentare in modo unico nella forma x^*-\-x^-\-xZ9

ove xl% xt3 £c3 sono elementi del sottocampo GF(n) di GF(n3) e X
è un elemento fisso di GF{nz) non contenuto in GF(n). Si consi-
deri ora il piano proiettivo desarguesiano ir su GF(n) e sia r una
retta di TC. Indicando con (xl9 xt, x3) le coordinate correnti di un
punto di r e con hek due parametri variabili in GF(n), mai
entrambi nulli, r si potrà rappresentare con Ie equazioni pa-
rametriche

x% = hat -+• kbt, ' i = 1, 2, 3,
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essendo at e bt, i = l, 2, 3, elementi fissi di GF(n). o anche, posto
I — â X- -i- ûc2X -+- xz, a = atX

s -+- a2X •+- a3, p = 6,X2 -+ &2X -+- 63, con la
equazione parametrica « vettoriale »

l = hx -t- &p, (E, a, 8 elemeuti di K).

Fissato un qualsiasi elemento diverso da zero di K, vj, al variare
di l fra gli elementi non nulli di GF(n), gli n — 1 automorfismi
appartenenti a G\ o-̂ , definiscono la stessa collineazione di TT in sè.
Infatti, tenuto conto del lemma 5

(r,0 o * = (l o ,,) o 5 = l o (fl o C) = l(n o ï).

Cioè gli w — 1 automorfismi considerati trasformano un elemento
di K in altri n — 1 che definiscono lo stesso punto e quindi determi-
nano la stessa corri spon den za di TZ in sè. Inoltre, siccome vale la (13),
questa corrispondenza cambia rette in rette e, poichè è evidente-
mente biunivoca, essa è una collineazione di -K in sè. Ne viene
che al gruppo non ciclico G' degli automorfismi <r̂ , d'ordine n3 — 1,
semplicemente trausitivo sugli elementi di K diversi da zero, cor-
risponde un gruppo, E, non ciclico, dL collineazioni di iu in sè, di
ordine n- t n •+- 1, semplicemente trausitivo su tutti i punti di w.

II teorema è cosi dimostrato.

TBOREMA. 8. - E è transitivo anche sulle rette di ie.

Infatti, se non lo fosse, una retta r di -K sarebbe portata, dalle
varie collineazioni di E, solo in un numero di rette minore di
n- -f- n -+- 1, e quindi vi dovrebbero essere due collineazioni a e 6
che portano r nella stessa retta, onde la collineazione non identica
ab—1 = f porterebbe r in sè. Ma ciö è assurdo: infatti f in tal caso
permuterebbe fra loro gli n -4- 1 punti di r, e poichè nessuna colli-
neazione non identica di E9 quindi nemmeno alcuna potenza non
identica di f9 lascia fermo alcun punto del piano, f dovrebbe
determinare una sostituzione regolare sugli n ~\- 1 punti di r,
onde il suo ordine dovrebbe dividere n-+-i: e ciö non puö essere
perche n* -+- n -»- 1 è primo cou n -t- 1. Dall'assurdo discende quanto
si voleva diraostrare.

3. Yogliamo ora determinare gli pseudocorpi del DICKSON di
ordine n3 per cui Ie collineazioni di E sono omografie. Cominciamo
col dimostrare il seguente

LEMMA 9. - E è un gruppo di omografie quando, e soltanto
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quando, un elemento di G', tr̂ , che porta \ in V, porta di conse-
guenza h\ in hl', qualunque sia h in GrF(n).

Iiifatti la (1) rappresenta una omografia se, e soltanto se, pr = l.
Se pertanto una trasformazione di G associata a una omografia
porta (xlf x2t x3) in (se/, œ2', x3'\ essa porta (hxl, hx2J hx^) in
(&#/, hxt\ hx3), qualuuque sia h in GF(n). Viceversa, se una
trasformazione di equazioni (2), tutte Ie volte che porta (se,, x%, #3)
in (# / , x9

f
f x3'). porta anche (hxl9 hx2i hx3) in (hxx\ hxz', hx3),

deve essere come si vede facilmente, pv = 1, onde la collineazione
associata è una omografia. Pertanto una trasformazione ^ détermina
una omografia quando e soltanto quando, comunque si prendano
xx, x2, xz e h in GF(n), detto (œ/, flc2', x3') il corrispondente di
(ac,, x%3 x2) nella ^, si ha che il corrispondente di (hxl, ^œ4, /îac3) è
(Jwc/j ^œ2ï ^a')* Üicordando che il gruppo G di trasformazioni • (2)
è isomorfo al gruppo G' degli automorfismi <r„, si ha quanto si
voleva dimostrare-

Finalmente dimostriamo il

TEOREMA 10. - Condi&ione necessaria e sufficiente perché tutte
Ie collineazioni di E siano omografie è che K abbia per centro un
campo di Galois di ordine n.

Supponiamo ohe la collineazione di E determinata dall'auto-
morfismo l —* /) o l del gruppo additivo A di K sia una omografia.
Allora se fissato a=|=0 in K e h in GF(n) si ha, come risulta dalle
(6) (8) (9), a o h =i aft9u, preso un qualunque elemento vj =̂= 0 di iv, per
il lemma 9 si deve avere ^(a/i?") = a^(<x)Mu ; cioè v) o (aftQw) = (vj oa)/i«u

ossia r, o a o h = (vj o a)fe9" : quindi, posto a' = •/] o a, si deve avere
oc' o /i z=z OCTÎ/Ï'*. Siccome poi, fissati in K due elementi diversi da
zero, esiste sempre un automorfismo appartenente a G' (e uno solo)
che porta a in a', risulta che se, per a =|= 0, si ha aofe = cài^, qu

è indipendente da a (e da h), qualuuque sia h in GF(n). Conside-
riamo ora un altro elemento, fc, di GF(n). Si ha

Da queste risulta Mu=^h^u
i qualunque sia h in GF(n); cioè

hvu = h e a o h = afc.
D^altra parte si ha che hooL = hzi qualunque siano h in GJF(W)

e a in K. Dunque, se tutte Ie collineazioni di E sono omografie,
per ogni elemento h di GF{n), qualunque sia a in K, si ha

h oa = ocoft = xh.
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Perciö GF(n) appartiene al centro di K che risulterà quindi un
campo di GTALOIS GF(nl) tale che sia nlm — n9, con m > 1. Sarà
allora l = 1 e il centro di K è proprio GF(n).

Yiceversa, supponiamo che K abbia per centro GF(n) e sia h
un elemento di GF(ri). Allora nella (6) è q = nt onde si ha
p(h)=hn = h, e pertanto, in base alla (8), la (9) fornisce ao/&=apu(fc)=aft.
Se v] è uu qualunque elemento di K diverso da zero si ha allora

v) o (ah) z= v) o (a o h) =r (/j o a) o h = (/] o cr)h.

Ne segue che se la (1) rappresenta la collineazione data dalla
trasformazione a— v̂jox, posto \ = x^V -+• xil~\-x3^ V^os/X* -\-x%'\-\-xz',
si ha allora che, da l —>• •/} o l = \', si deduce h\ —** (/) o l)h = h\\
Tenuto conto del lemma 9, risulta cosï che E è un gruppo di omo-
grafie. Il teorema è dunque completamente dimostrato.

4. In definitiva possiamo riassumere i risultati del lavoro nel
seguente

TEOREMA 11. - Vi è una corrispondenza biunivoca fra i piani
proiettivi desarguesiani irridudbili di rang o n, dotati d% un gruppo E
non ciclico di collineazioni, di ordine n l + n + 1, transitivo su tutti
i punti del piano e gli pseudocorpi del Dickson di ordine n3 che
soddisfano una delle condizioni a), b) del teorema 3. Inoltre tutte Ie
collineasioni di E sono omografie se, e soltanto se, lo pseudocorpo
relativo ha per centro un campo di Galois di ordine n.
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