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Tensore energetico e azioni ponderomotrici
di eampi generalizzati nello spazio - tempo.

Nota di Aupo M. PrareLLI (a Milano).

Sunto. - Col procedimento di HILBERT (variazione dei coefficienti della
metrica) viene costruito <l tensore emergetico dei pin generali campi
spazio-temporali di FiNz1. Medianie la divergenza di tale tensore doppio
simmetrico si calcola 1l vettore che rappresenta le azioni ponderomotrici.

Il campo elettromagnetico (nel vuoto) si rappresenta notoria-
mente nello spazio-tempo con un tensore doppio emisimmetrico
F.p = — F,g, e la distribuzione elettrica col vettore j*. La densita
spazio-temporale d’azione & la differenza tra la densitd d’azione

1
di puro campo i F,pFof e la densith d’azione sostanziale eleftrica

®,j* ove @, & il potenziale elettromagnetico. Questa densitd di
azione pud convenientemente generalizzarsi aggiungendo invarianti
quadratici dello spazio-tempo. Si deduce in tal modo un campo
generalizzalo, rappresentato dal tensore emisimmetrico F,gz e dal
veftore j2, che rappresenta la corrispondente distribuzione. Gli in-
varianti quadratici che vengono aggiunti nella densitd d’azione
sono formati con Fyg, j* e i due potenziali, ®, e W,, del tensore
Fap. B noto () che da un principio di stazionarietd dell’ azione
generalizzata (integrale quadruplo della densitd d’azione, esteso a
una generica regione dello spazio-tempo) rispetto ai due potenziali,
a parita dei coefficienti della metrica e di densita (tensoriale) j» di
distribuzione, si oftengono due equazioni indefinite; esse contengono
essenzialmente, nella loro espressione pil1 generale, cinque costanti
universali (}); quando tufte le costanti sono nulle, si ritrovano

(t) B. Finz1, Sul principio della minima asione e sulle equazioni elet-
tromagnetiche che se ne deducono, «Rend. Acc. Lincei», (8), 12 (1952),
pp- 378-382, 477-480; B FinzI, Sopra una estensione dei campi eletiroma-
gneticy, ivi, (8), 13 (1952), pp. 211.215.

(3} Di queste, A ha le dimensioni d’una lunghezza, %, y, p, v sono puri
numeri. Oltre a queste cinque costanti, interviene ovviamente la velocita
della luce.
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le equazioni del campo elettromagnetico di MAXWELL; se sono
nulle le quattro costanti che hanno le dimensioni d’un puro nu-
mero, si ritrovano le equazioni del campo vettoriale (reale) di
Proca-Yukawa; annullando invece tre convenienti costanti nu-
meriche si ottengono le equazioni di un campo studiato da Ube-
SCHINT (3).

Per dedurre il tensore energetico ci si pud servire di un pro-
cedimenfo introdotto da HILBERT per il campo elettromagnetico (4).
Tale procedimento esige il calcolo della variazione che subisce
I’azione in conseguenza di una variazione arbifraria dei coeffi-
cienti della metrica spazio-temporale. In tale ordine di idee, re-
centemente C. VaeBI (°) ha dedotto il tensore energetico che si
riferisce al campo studiato da UDESCHINT.

Nella presente Nota riprendo in esame 1’ azione nella sua espres-
sione pilt generale, in cui tutte le cinque costanti possono essere
non nulle, deducendone le equazioni del campo generalizzato in
un generico spazio-tempo riemanniano, quale & richiesto dal pro-
cedimento di HILBERT. Valendomi del suddetto procedimento costrui-
sco il tensore energetico e, valutandone successivamente la diver-

genza, ottengo le azioni ponderomotrici, che generalizzano quelle
di LiorENTZ.

Mi sembra interessante far rilevare che, mentre per il campo
elettromagnetico maxwelliano e per il campo mesonico di Proca-
Yurawa nel dare una variazione arbitraria ai coefficienti della
metrica & indifferente lasciare invariato il tensore campo oppure
lasciare invariato I’unico suo potenziale, nel caso dei campi gene-
ralizzati non & la stessa cosa.

(3) P. UpescHINI, Sopra un campo estendente quello eletiromagnetico,
« Rend. Acc. Lincei », (8), 13 (1952), pp. 246-2563.

(¢) D. HiuBerT, Die Grundlagen der Physik, « Gott. Nachr.», (Math.
Phys. Klasse) 1915, pp. 895-407; 1917, pp. 53.76; « Math. Annalen», 92
(1924), pp 1.32. Il procedimento di HILBERT presuppone la teoria della
materia di Mie. Fu successivamente usato da LoRENTZ e da FOKKER, per
il campo elettromagntico che obbedisce alla teoria degli elettroni di Lo-
reNTz: cfr. H. A. LoreNtz, Oer Ewnstein’s theorie der Zwaariekracht,
« Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam » 24 (1916}, pp. 1389-1402, 1759.1774,
25 (1916), pp. 468-489, 1380-1396; A. D. FoxkER, De virtueele verplaatsin-
gen van het electromagnetische en van het zwaariekrachisveld bij de toe-
passing van het variatiebeginsel van Hamilton, ivi, pp. 1067-1084.

(5) C. VagHi1, Energia di campi emisiminetrici spazio-temporal, in corso
di stampa in questo « Bollettino ».
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1. La metrica e il tensore di Ricei.
Riferiamoci ad uno spazio-tempo riemanniano, 1a cui metrica
quadridimensionale indefinita abbia forma generale
(1) ds? = ggpdxrdxP (v, =0, 1, 2, 3) (%).
Assumo come tensore di RiCCI e,p.5 il tensore (reale) emisim-

metrico rispetto a tutti gli indici, le cui componenti con almeno
due indici eguali son nulle, mentre le componenti covarianti sono

eguali a V—g=1 — | gag |l quando gli indici formano una per-
mutazione della stessa classe della permutazione (0, 1, 2, 3), e sono

eguali a — )/ — g se formano una permutazione di classe opposta.
Con tale tensore si forma il coniugato (?) del tensore campo

1
(2) *FYS = 5 eBS Fyp.

Ogni tensore emisimmetrico pud sempre decomporsi nella som-
ma (%)

(3) Fop= Haip + Ko

ove (% -

4) Hop =gy — Dop = DPp, . — Dur,g © inoltre D,z =0
e quindi

@) *H,plt =0;

mentre invece

(5) #Kop = Wpja — Wap= Wp,o — Wy, e inolire Wyle =10
e quindi

(5 K,k =0.

(5) Secondo le consuete convenzioni, gli indici in basso sono di cova.
rianza e quelli in alto di controvarianza; & sottinteso il simbolo di som-
matoria nella saturazione di indici.

(") Dalla (2) segue

¥ Fop = — Fap; FapFoB = — *Fy8*Fys

B forse superfluo avvertire che il tensore di Ricci, nelle Note citate
in (1), (') e (1), & definito come in G. Ricci-CurBASTRO, Opere, Roma,
1957, 2, p. 164 (e quindi le componenti sono ivi immaginarie, in quanto
la metrica (1) ® indefinita).

(8) B. Finzr, L c. (%), p. 380.

(?) Gli indici preceduti da lineetta inclinata sono di derivazione ten-
soriale nella metrica (1), preceduti da virgola sono di derivazione parziale
ordinaria.
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2. I’Azione generalizzata.

Posto dx = dxdx'dx’dx®, se Q & una regione dello spazio-tempo

che ha per elemento di ipervolume dQ =V — gdx e per contorno
le ipersuperficie tridimensionale X, definiamo come azione la dif-

ferenza

L="C0— L
ove
6) Lr = /.L(c)\/ —gdx
Q
(6") L = /L(‘)V —gdx
a

Le densita d’azione sono rispettivamente date da

*x
4
(7) Ly = (Do + 7 W ,)j%

1 1
(7) L(,_., = i FagF‘*B -+ EaﬁTsFagFTa — o (DD + ulf Ws 4 v(I),llIfa)

L’integrale quadruplo £, contenente il vettore distribuzione
j*, rappresenta 1’ azione sostanziale gemeralizzata, mentre £., rap-
presenta Y azione di puro campo generalizzata.

Si osservi che

1 -
2 =3 [g?ﬁgrﬁ | FayFps + 2xFo*Fps | V — gdx —
Q

1 -
— o5 /.gﬂrﬁ | @ Pp + u W, W + vD T34 V — g da.
g

Sostituendo al posto di F,z la somma (3), troviamo

i 1 -
L= Efyaﬂgrs | HayHps + *K*Kzs + dxHo*Kps | V — g dow +
Q
1

®) +3 f 97Bgr®12H Kes + 2 Hoy* Hys + 2x K *Kes| V — g dz —
Q
1

| [978 1 @u0p v w0 Wg + P | Vg

Q

dove perd il secondo integrale quadruplo si trasforma in integrale

13
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superficiale sul contorno X; & facile rilevare che la funzione in-
tegranda, in virti delle (4') e (6'), & la divergenza d’ un vettore (*°).
In definitiva

®) 2= [1Z0 +Toi— L | Vg da
0
ove

_ 1
L=, 913gee | HyoHsp — *K*Ksp + 4xHo*Ksp | —

1
—_— 2—)\‘2 gTs H @Y‘Fs + ;LII"Y‘IJ's —+ vq)Y]ITs |

_ 1
Lz = 4 g1oges | 2Hyo He, + 2x Hyo* Hyp + 20Ko* Ko, |

3. Le equazioni di campo.

Calcolando la variazione 3¢ quando entrambi i potenziali &,
e W, subiscono variazioni arbitrarie, nulle sul contorno X, 1’annul-
larsi della variazione stessa equivale all’annullarsi delle derivate
hamiltoniane (') della densith L = L., — L.

Poiche I’integrale superficiale della (8) mon reca contributo, si
ottengono cosl le equazioni

. 1 v
(9a) \ Faplf + 2x¥Fop B=j,+ % D, + o w,

(9b)

v

an Pa

Le (9a) e (9b) coincidono sostanzialmente (**) con quelle ottenute

21 FpplP — *Fpplf = /j, + )‘Tuz T, +

(1) Si osservi ad es.

TE/Hw*H“* V- gd”Z%f¢v/a*HY’V-ydx=
Q Q

= % f (PP HY)jq V — g dac — % / OrH* )V — g do
Q Q

ove il primo integrale si trasforma in integrale superficiale, e da il flusso
del vettore ®y*Hay attraverso I'ipersuperficie 2, mentre il secondo & nullo
per la (4) Cfr. anche A. M. PRATELLL Principi variazionali del campo
elettromagnetico, « Annali Sc. Norm. Sup. Pisa», (3), 7 (1953), pp. 161.203,
form. (5.16).

(*Y) Per la definizione di derivata hamilioniana cfr. A. S. EDDINGTON,
The Mathematical Theory of Relatwity, Cambridge, 1924, (p. 139, 187).

(*) Si tenga presente che, in conseguenza delle (4') e (%), Fap/B = HyplB,
*Foplf =*K,p'B. Lia diversitd tra le equazioni (9a) e (9b), qui riportate, e
quelle di B. Fixzi, L. c. (Y), p. 479, & solo apparente (e discende dalla di-
versa definizione del tensore eapys).
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da B. FINz1 nello spazio-tempo pseudoeuclideo. Il che & pacifico
perché in tali equazioni mon gioca la commutabilith dell’ordine
di derivazione.

Non cosl, naturalmente, per le equazioni nei potenziali. che
tale comnmutabilith compromettono, essendo di secondo ordine. Detto
R,p il tensore di RIEMANN contratto, i potenziali obbediscono alle
seguenti equazioni:

1 -
(10&) @ﬂpﬁ —+ (DYRT¢ -+ m } 2(1 +XV)®4 -+ (V + 4)(!.1.)\1)4! =

1+27,{
T dele

(10b) | Wopf + W R, + V(@ — )@y + 200 — )W | =

1
231 + 4xY)
L 2x
| 1 —+ 44”"‘

4. Il tensore energetico.

Diamo ora una variazione arbitraria (nulla sul contorno Y) ai
coefficienti della metrica (1). L’integrale £, non dipende dai g8,
perche in seguito alla variazione 8g»F non variano né @, e ¥, (che

sono covarianti) né la densita tensoriale j* = j2}/ - ¢. Sara dunque

82:89(0) :-[S‘Z(c)\/ —g{dx

cio®

Sg——[’OL(C)S 1ﬁv_g+z(c)8v_g%(zw

e introdotti i tensori (simmefrici e isotropi) formati col solo ten-
sore fondamentale (%)

1 1 1
(11) Y&%"f’ =g ? 2 9089°° — QQZQE —39%98 %
. 1
(11) 1= g 0aed™® — 59305 — 59395
si ha
1 _
(12) 3L = —fé Epdg*kVY — g de
0

(*3) M. Pastory, Un tensore sestuplo isotropo che si inconira in teolre'a
della relativita, in questo « Bollettino », (2), 1 (1939), pp. 35-37.
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dove
(127) EIB = Y;%ap(HycHS[) - *KTG*KS{: + 4xHra*K8p) -

1 .
Y Y;g@y‘ps -+ erms -+ V(DYWS) (“)'

Il tensore doppio simmetrico E,p, espresso dalla (12), che com-
pare nella (12) come doppio del coefficiente di 3g*f costituisce, se-
condo il procedimento di HiLBERT, il tensore energetico. Lia regola
per costruire tale tensore pud dunque esprimersi cosi: E,p si co-
struisce sostituendo, nella funzione integranda L,, ¢l tensore Y;Z“f’
al prodotio 1gr5gop, e il lensore Y;g al tensore %g\’s.

5. Le azioni ponderomotrici.
Calcolando la divergenza di E,p, troviamo (%)

Baplt = HypHr P — *K, K0 R 4 BuH Ko P + 208K o Hi o —

1

1 1 n
= 53 Pora®? + 55 D@0 — 353 Worg o+ 35 Wy We +

+ g (@aip e + Dy — Dy Wo — DoWy)

cioé
. 1 Voo
Buglh =) Ho P 4+ 20Kof — 33 @0 — ;o We +
- P v
* — *Kp | B — —
-+ I\,pz R{’EB -+ 2xH(>BB X e 5% (I)r)i
e, in conclusione,
(13) E,p® = (Hap + y*Kyplje
(%) I’ invariante lineare del tensore energetico vale
1
E; = E,pg*B = — by, (Pade 4 p¥ T2 + v, U2)

cd & quindi, in generale, diverso da zero.

Cid & legato al fatto che l'invariante lineare del tensore sestuplo YZ:%GP
d nullo (cfr. M. Pastorr, 1. c. (13)), mentre I’'invariante lineare del tensore
quadruplo y‘&g & diverso da zero.

(13) Le (4') e (5') possono altrimenti scriversi
4" Hap, v+ Hay,a + Hys,p=0
(5") *Kap,y + *Key, 0 + *Kya,p =0
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Il vettore cosi trovato rappresenta le azioni ponderomotrici del
campo. Esso dipende linearmente e omogeneamente dalla distri-
buzione j¢ e s’annulla con questa.

Come si vede, il vettore che da le azioni ponderomotrici non
si ottiene componendo con la distribuzione j¢ il campo F,,, bensi com-
ponendo con j¢ il tensore H,, + (*K,,, che coincide con K, solo
per il campo maxwelliano e per quello di ProcA-YUKAWA, nei
quali appunto Fap == Hup (e K,z = 0)('9).

6. Variazione « a parita di campo » e a « parita di potenziali ».

Quando il campo emisimmetrico F,ep & individuato dal solo
addendo irrotazionale H, (o dal solo addendo solenoidale K,p),
effettuare la variazione della metrica a parita di campo o a pa-
rita di potemziale & la stessa cosa: tenendo costanti le componenti
covarianti del campo o tenendo costanti le componenti cova-
rianti del potenziale si ottiene il medesimo tensore energetico.
Cid succede appunto nel caso studiato da HiLBERT e da FOKKER
per il campo elettromagnetico maxwelliano, e nel caso delle equa-
zioni del campo mesonico vettoriale di Proca-Yurawa. Ma non
& pill la stessa cosa quando il campo F,p & costituito in modo es-
senziale da un addendo irrotazionale e da uno solenoidale. Cid
avviene ad es., quando la sola costante y © diversa da zero. Le
(9a) e (9b) diventano allora

{14b) Fulf=4j,
(14b) — *Foplt =y ja

Qualora si effettuasse la variazione a paritd di campo (vale a
dire si calcolasse il prodotto interno di y;‘;f"’ con Fy,Fs;) si trove-

rebbe

no 1 e
(15) Eap = Y FpoFse = 1 9aeF o + F o Ff e

e le azioni ponderomotrici sarebbero date dal vettore
(16) E,,E/B == (Fag -+ Z*F“B)je

diverso (*?) da quello trovato precedentemente operando a parita
di potemziali.

(*¢) Oppure K,g3==0 ma armonico (ciod irrotazionale e solenoidale).

(*7) In tal modo procede ad es. WHITTAKER, On Hilbert’'s World-
Function, « Proc. R. Soc. Liondon », (A), 113 (1927), pp. 496.511, (si vedano
in particolare la (22) a pag. 506 e la (34) a pag. 509).



