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SEZIONE SCIENTIFICA
B R E V I N O T E

Galcolo tensoriale ed operazioni funzionali.

Nota II di PIA NALLI (a Catania)

Sunto. - Dopo una Nota I puiblicata sn questo Bollettino, Serie III, Giu-
gno 1956, Anno XI, Num. 2 (pagg. 117-122) col medesimo titolo della
presente, si porta un secondo con tribut o alla analogia fra una parti*
coïare legge tensoriale ed una particolare operasione f tension aïe lineare.

Le due note si nallacciano ad una précédente, pure pubblicata su
questo Bollettino, Giugno 1955, Serie UI, Anno X, Num. 2 (pagg. 135-
146) col titolo: Equasioni indipendentt dalla scelta délie variabih e
caratterissasione di var iet à metrieke.

T%1 è un tensore covariante rispetto ad i ed j e controvariante
rispetto ad h.

Per un cambiatnento di variabili, dalle xx aile xt, c'e la legge
di trasformazione :

mP _ ThdXi d_Xj_ dxp
J dxt. dxs dxh

dove la somma al secondo membro è estesa a tutti i valori i, j ,
* = l f 2,..., n.

Questa somma si puö scindere in quattro somme

idx^dx^d^^ 7 dx^dXj dx„m
%i dx, dxs dx£

 9 tj dx,. di' dxj '

j dXj_ dXi_ dxp # h dXj dxs dxp

3i dxr dxs dxf ' ij dx, dxs oxh '

la prima somma è estesa a tutti i vnlori di i 1. 2,..., n, la seconda
e la terza a tutte le coppie i, j con i =]=,ƒ, la quarta a tutte le
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terne i, j , h in cui h è diverso da i ed j , potendo anche questi
due ultimi coincidere.

La seconda somma si puö scrivere cosï :

\ â _ dx, da? i » a», dxj cxp
ijaS, 05.9*, + 2 J ri as; â " a V

intendendo in tal modo la somma di due somme per eseguire Ie
quali bisogua fissare i fra i valori 1, 2,..., n, sommare per tutti i
valori j diversi da i e poi sommare rispetto ad i da 1 ad n.

La seconda parte di questa (22) è uguale quindi a

2?1"dxtJ%idxsdxJ *
Ma

ôx/ 3^. __ » 3J5Lai£__ax1tó£_gP_9fl51aï£

; + i dxs dXj 4
 J dxs dx, dxs dxt

 s dxs dxt

e perciö la seconda parte délia (22) si riduce a

1 *P Tl ^L 1 T* ??L ÔXl Ö^^
2 6 s i 4 i a i l . " 2 J | i a i i i^; aï:

ed infine la seconda délie somme (2) coïncide cou

dxt dx

dove la prima parte si deve intendere corne una somma estesa a
tutte le coppie di nunieri diversi i, j e la seconda corne una som-
ma semplice estesa ai valori di i 1, 2,..., n.

Analogamente, la terza délie somme (2) si scrive

>. 1 Tl \ dX' dXl ™p O . - T 1 Ô
jt " 2 Tn)ïx~, fatej + V Til

Teneudo conto di questi risultati, la formula di trasformazio-
ne (1) diventa

Nel secondo membro figurano cinque somme; le prime due
sono da intendere estese a tutte le coppie i, j di numeri diversi,
le due successive a tutti i valori di i da 1 ad n e l'ultima a
tutte le terne i, j , h con h diverso sia da i che da j .
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In particolare

%, - g i uj 9-( a-( ^ + ^ - 2 i M] es,. ai,, ax, "*"

rpi^.mk l^_ d3_ d_^r
n ai, *; öa;,. aa;9. dxh

e se r=)=s

Da queste due si trae :

^ 1 „t \ aas, Idx, te. 1 te;. 8 ^
'« - 2 J *7 a i r Vaiê. â^ ~ â a i , a*,

»,a*. / ^ ^ _ i 3 3 ai,.\
t; 3a;r \aa;s öa;ft 2 dxr dxJ '

Analogamente :

(Is)

e perciö

Mv «i« 17pr (Tj i Tt \ a», /ax, d5, 1 ax,( 4 ) ^ r = ^ T j ^

1 t ^ , h a ^ a a ; ^
2 ^ " ?xr

 l} dxs 05, 9xfc

7 1 i \ oXi {OXA ÖOC* 1 dXi dx+.\ h ox. fox. dXe 1 dXt dx \

"7* 2 M/ aac, la^s ax, 2 aïcr öa;, / v dxr \vxs dxh 2 aâcr dxJ

Finalmente dalla (1') se p è diverso sia da r che da s

7 1 i \ oXf vX. OXyi f i 1 t \ vX» oX, uX»

*J 2 "y ose, a^s öXj \ 1% 2 **/ 95cr döis öx,

aasr ascs dxh
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In tal modo, posto H(i, j) = T\7 - - l\%, K{% j) = Tj, - ^ T,\ .

iV(i, _ƒ, ft) = T ï ;, si hauno tre sistemi, i primi due doppi ed il se-
condo triplo. Nei primi due interveugono tutte Ie coppie i, j di
numeri diversi e nel terzo tutte Ie terne i, j . ft dove h è diverso
sia da i che da j . Ciascuno dei primi due sistemi ha n(n — 1) ele-
menti, il terzo ne ha n(n — 1)'\

Per un cambiamento di variabili i detti sistemi si trasformano
in H[rt s), K(r, s), N(r, s, p) secondo la legge segueute

, .dXj(dxtdxs i dxt 3â,\ . dxt (dx, dx. 1 dXj Zx,
K (*'J) di~r \Ï3. dx~, ~ 2 aTr dn]) + A l*' ^ ft| ai ; las, a*„ ~ a 5Fr a^

(7, X(r, «) = H(t, j) ̂  ( - , - - â a - a

K(t' 3) Mr \di. dx]~2dïrdx~J + N(% h h) d*r \dx, dxh ~ 2 dxr M J

TTT, Y TI,- .JX,te,dXp l r t . .dX3ÏX,rxv

N(r, s, p) = H<s )) - - p - + ^(t, 3) g- ̂  ^
(8)

Da ciö discende che, quando i tre sistemi sono nulli per certe
variabili, essi lo sono qualuuque siauo Ie variabili.

Se ciö accade, risulta

e perciö, posto

Vg=T\ti 7. = Trf

il sistema semplice V, è quello delle componenti covarianti di un
vettore.

Inversamente : se V, sono Ie componenti covarianti di un vet-
tore, posto
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il sistenia Tv che in tal modo viene definito per tutte Ie terne
i, j , h e trasformato col cambiamento delle variabili nel sistema

~Tp
r3 in cui Trr = Vri Trs=Tlr = lvr(r±s)i ff-s=O(p=iFr,p^=s)

è un tensore triplo, covariaute rispetto ad i ed j e sirametrico
rispetto a questi due indici, e controvariante rispetto ad h (l).

Siarao arrivati alla legge (6), (7), (8) partendo dalla legge (i) di
trasformazione di un tensore TtJ.

Mostreremo ora che, inversamente, partendo dalle (6), (7), (8) si
puö arrivare alla legge tensoriale (1).

Infatti: se i sistemi H(i, j), K(i, j)y N(% j , h) si trasformano
secondo Ie (6), (7), (8), si fissi un sistema semplice P(i) qualunque
(t = l, 2,..., n) e si definisca il trasformato P(r) ponendo

Allora il sistema triplo Tij per il quale è

Tu = P(i) (i = 1, 2,..., ») ; Tl, = H(i, j) +• \ P(i) (i=\=j) ;

T\t = K(i, j) + g PW (• =#i) ; Tl = N(i, j , h) (h±i,

quando si fa un cambiamento di variabili si trasforma nel sistema
triplo Trs per il quale è

Tr
rr=P(r) ( r = l , 2,..., n) ;

Tn = H(r, s) +• \ P[r)} Tl = K(r, s) 4- g P(r) (r=\=s);

TU = N(r, s, p)

ed è un tensore triplo T\ che si trasforma in Trs secondo la (1).
Risulta perciö :

Zis 1 rs = 2it —" Zij 1 «; e 2JS I s r = ^ i — 2ij 1 7i,
i i ^ i i t * " l

cioè i due vettori Tl? e Tjt si trasformano rispettivamente nei

vettori fs
rs e fs

sr-

(4) La Collega MARIA PASTORI rai ha fatto notare che quanto scritto
dopo la (8) è ben noto e si riduce alla isotropia del tensore TJJ .
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Si puö osser^are qui che in corrispondenza al fatto che se H
è un invariante, jffSJ è un tensore covariante rispetto ad i e con-
trovariante rispetto ad j , parfc^ndo, invece che da un invariante,
da un vettore qualunque di componenti covarianti V,, ponendo

Tli = V, ; Tl7 = TJ
P = ^ Vt (i =%=j) ; T% = 0 (h =j= i, h^j) il sistema

triplo Tij cosi definito per tutte Ie terne (i, j , h) è un tensore cova-
riante rispetto ad i ed j , simmetrico rispetto a questi due indici, e
controvariante rispetto ad h, il quale tensore si trasforma in Trs
essendo

Trr=V,; Ts
rs=Ta

sr = \ \ r (r =M ; Tp
rs = 0 (p4= r, p 4= s).

Passiamo ora dal discreto al continuo.
Si hanno tre funzioni H(x, y), K(x, y\ N(x, y, z). Le prime

due sono definite nel quadrato E == (a, b)(a, b) ad eccezione dei
punti della diagonale x = y ; la terza è definita nel cubo
V = (a, b)(a, b)(a, b) ad eccezione dei punti drei piani z = x e z = y.

Sono assegnate tre formule di trasformazione che fanno pas-
sare dalle funzioni H(x^ y), K(x, y), N(xf y, z) a tre funzioni
H(r, s), K(r, s), N(rt s, p).

Comincio con lo scrivere Ie prime due di tali formule :

— f \ 1 1
H{r, s) = / H{x, y) V{x, y ; r, s) ~^L(xf y ; r)\dxdy •+

R L J

(9) ƒ K(x, y)\W(x, y\ r, s) — 7>L(xi y\ r)\dxdy+-
R

j N{x, y, z)\Q[x, y, z; r, s)~^Z(x, y, z\ r)\dxdydz,
v L J

- f \ 1 1
Kir, s) =j H[x, y) | W{x} y ; r, s) - ^ L[x, y ; r)j dxdy -4-

R

r \ 1 1
(10) i K(x, y) Y(x. y; r, s) — ̂ L(x,y, r) \dxdy -+-

R

f \ 1 1
j N(xy y, z) \T(x, y, e; r, s)—^Z{x, y, z; r)\ dxdydz.
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Delle funzioni che figurano nei secondi membri Ie esseuziali
sono Ie V, W, Q, T, Ie altre si esprimono per mezzo di esse.

Le due V e W devono soddisfare alla sola condizione

b b

(11) f(V W)ds = j(V~W)dy;
a a

per conseguenza ciascuno di questi due integrali coincide con una
funzione f(x\ r) délie sole x ed r.

La funzione L(x, y\ r) viene definita dalla posizione

b

(12) L(x, y;r) = - J W(x, y: r, s)ds
a

e per conseguenza, in base alla posizione

b

a

risulta
b

j V(x9 y; r, s)ds = f(x; r) - L(x, y\ r).
a

Per Ie funzioni Q, T, Z si hanno Ie condizioni :

b b

ZI Qds= [ Tds=-

e la Z deve essere simmetriea rispetto ad x ed y.
È bene introdurre altre due funzioni : g(x; r, s), v(x; r), ponendo

b

g(x] r, s)~— j W{x, y; r, s)dy
a

e perciö in base alla (11) ed all'eguaglianza

b

j(V-W)dy = f{x; r),
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risulta

fV(x9 y: r, s)dy = f(x; r) — g(x; r, s).
a

La v[x; r) viene definita da

b

v(x; r) = f{x; r) - J g(x; r,

e perciö, in base alla (12) che definisce la L(x, y\ r), risulta

b

L(x, y\ r)dy = f(x; r) — v(x; r).

Abbiamo cosï scritte le prime due formule di trasformazione :
passiamo ora alla terza.

Essa è :

(13) N{r, s,p) = f H{x, y)X(x< y, r, s, p)dxdy +
R

j K(x, y)X(x, y; s, r, p)dxdy -h / N(x, y, »)S(as, y,z\ r, s,
R V

e la funzione S si riproduce scambiando as con y ed r con s, cioè

Sfo 2/, 0; r, s, p) = S(y1 ae, »; «, r, p).

Inoltre, posto

; r, s,

la P(x] r, s, p) è simmetrica rispetfco ad r ed s.
Sono queste (9), (10), (13) le formule di trasformazioafe délie

funzioni H(x, y), K(x, y), N{x9 y, z) nelle funzioni H(r, sfl, K{r9 s),
N(r, s, p), analoghe aile (6), (7), (8).

Chiamando % j , h le variabili che sono state chiamate x, y, z,
la W(i, j , ; r, s) corrisponde a

ta, dXj d x s , . , . _,
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la V(i, j ; r, s) corrisponde a

f(i ; r) corrisponde a g ; L[i, j ; r) a g g g (< 4= j) ;

dx, dx{ dx.

X(t,y,r,8,p) a — ^ ̂  (t±j,

P( t ; r, s, p a — — r ^
ga: g^ o*

gli integL'ali che figurauo nelle formule o che servouo a definire
funzioni, come f(i; r), L(if j ; r), g(i; r, s), v(i\ r) sono corrispon-
denti di somme.

Abbiamo già mostrato corne dalle (6), (7), (8) si puö passare alle
formule per la trasformazione tensoriale ; analogamente dalle for-
mule (9), (10), (18) si puö passare ad una trasformazione funzionale
lineare corrispondente alla tensoriale. Là abbiamo introdotto un
sistema semplice P(i) arbitrario del quale si definisce opportuna-
mente il trasformato P(r). Qui bisogna introdurre una funzione
arbitraria cp(ar) e definire la trasl'ormata cp(r) nel seguente modo:

b

z(x)f(x; r)dx -H I [H(x, y) + £(a;, y)]L(x, y; r)dxdy -*-
l»«; a R

JN{a; y, z)Z(x, y, z; r)dxdydz.
v
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Porre poi :

F{x, y) = H(x, y) +- y, <p(os), G[x, y) = K(x, y) +• g

ed in corrispondenza :

— — 1 -
6r(r, s) = K(r, s) -+- « cp(r).

Ed allora si trova per Ie <p, JF, 6r e Ie trasformate cp, J?7, G

b

f f
= f &(x)v(x; r)dx •+- / [F(x, y) •+- G(x, 2/)]L(a?, £/; r)rfxd?/ •

-•' «
! N(x, y, z)Z(x9 y, z\ r)dxdyd&;

(14)

v
b

(15) F(r. s)=J<ï(x)g(x; r, s)dx +jF{x, y)V(x, y\ r, s)dxdy -+-

/ G(x, y)W(x9 y; r, s)dxdy ~h N{x, y, z)Q{x, y, z\ r, s)d^di/d0;

&
(16) ff(r, s) =f*(x)g{x; r, s)dx-^^F(xJ y)W(x, y; r, s)dxdy H-

a iü

G(x, y)V{x, y; r, s)dxdy -+- jN(x, y, e)T(x, y, z\ r, s)dxdyd&;
R V

b

(17) N{r, s, p)=j\(x)P{x ; r, s,p)da; +J F(x, y)X{x, y ; r, s,p)da;% +
à B

ƒ G(JT, y)X(x, y; s, r, p)du-dy+ j N{x, y9 z)S(x, y,z\ r, s,p)dxdydz.
R '
ƒ

R 'V

Si hanno cosï Ie quattro formule (14), (15). (16), (17) che fauno
passare dalle quattro fuuzioni a(ac), F(x, y\ G(x, y)f N(x, y, z) alle
cp(r), F{r, s), G(r, s), N(r, s, p) e questa trasformazione è la corri-
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spondente della trasformazione tensoriale (l) quando nel primo
membro si mettono rispettivamente

Tlr, T%, T'sr (r=j=s), T?s (pj=r,p4=s)

e si tiene conto che il secondo membro della (1) è la somma delle
quattro somme (2).

Sulla trasformazione funzionale lineare ottenuta è da notare
che se alle funzioni F(x, y) e G(x, y) si aggiunge una stessa
funzione h(x) ed a o(x) si aggiunge 2h(x), alle funzioni F(r, s) e
G(r, s) si verra ad aggiungere una stessa funzione h(r) ed a <p(r)
si aggiungera 2h(r), mentre la N(r, s, p) restera inalterata. Preci-
samente 2h(r) è ciö che diventa a(r) quando è <p(x) = 2h(x), F(oc, y) —
= G(x, y) = h{x), N{x, y, z) = 0, risultando in tal caso <p(r) =r 2h(r)9

F(r, s) = ff (r, s) = h(r), N(r, s, p) = 0.
Eisulta ancora, corne è facile verificare,

F{r, s)ds = ff(x; r)dxJF(x, y)dy,
a a

b b b

ƒ G(r, s)ds =jf(x; r)dx j G(x, y)dy.

(18)
1 ' 6 6 6

Queste due eguaglianze corrispondono al fatto che si présenta
nel calcolo tensoriale che Tls e TU sono le componenti covarian-
ti At e Bt di due vettori e perciö

Accade ancora che se

F(x, y) = ff(oc, y), N(x, y, s) = N(y, xt s)

sarà pure

F[r, s) = G(r, s), N(r, s, p) = N(s} r, p).

Ciö corrisponde al fafcto che se il tensore TtJ è simmetrico ri-
spetto ad % j , la simmetria si conserva per il trasformato.

Lo stesso per la emisimmetria: se cp(ac) = 0, F(x, y) = — G(x, y),
N{x, y, z)= — N(y, x, z) è egualraente y(r) = 0 , F(r, s) = — G(r, s),
N(r9 s, p) = — N(8, r, p).
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Tutte le proprietà cosï trovate per la trasformazione funzionale
discendono dalle condizioni imposte alle funzioni V, W, L, g, f, v,
Q, T, Z, X, S, P e dai legami che tra esse sussistono. Viceversa,
imposte alla trasformazione tali proprietà, ne derivano per Ie so-
prascritte funzioni Ie condizioni e i legami ad esse imposti. Ciö
dimostra che il prodotto di due trasformazioni del tipo (14), (15),
(16), (17) è ancora una trasformazione del medesimo tipo, il che
potrebbe del resto essere verificato per mezzo di calcoli facili ma
piuttosto lunghi.

Più in generale si potrebbero studiare trasformazioni lineari
da applicare a funzioni sommabili con i loro quadrati, nel senso
di LEBESGUE, per mezzo delle quali assegnate quattro funzioni
cp(as), F(x, y), G{x, y), N(x, y, z) se ne ottengono altre quattro
cp(r), F(r, s), G(r, s), N(r, s, p) con Ie condizioni seguenti : che
aggiungendo a v(x), 2h{x); a F(x, y) h(x), a G-(x, y), h[x). Ie tra-
sformate siano ç(r) -h 2h(r), F{r, s) -+- fc(r), G(r, s) •+- h(r), N(r, s, p),
dove 2h(r) è ciö che diventa la &(r) quando la trasformazione si
applica alle funzioni cp(cc) = 2h(x), F{x, y) = h(x)G(xi y) = h(x),
N(x, y, 0) = 0.

Inoltre è assegnata una funzione f(x; r) e devono valere Ie
eguaglianze (18).

Deve ancora sussistere quanto detto corne corrispondente alla
simmetria o emisimmetria del tensore Tij.

Il prodotto di due tali trasformazioni, per una delle quali in-
terverrebbe la funzione f(x; r) e per Paltra la funzione f^r; q)
sarebbe quindi una trasformazione del medesimo tipo ed interver-
rebbe la funzione

b

ftix; r)=ff(x; t)W) r)dt.
a

Si presenterebbe il problema dell'operazione inversa: assegnate
*(r), F(r, s), G(r, s), N(r, s, p) trovare ®(x), F(x, y), G(x, y),
N(x, y, z).

Si presenterebbe lo studio di equazioni funzionali del tipo:

a) = p(r, s)

G(r, S)H-VG(T, s) =y{r9 s)

N(r, s, p) -+- aN(r, s, p) = o(r, s, p),
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dove X, [X, v, c sono costanti assegnate, a, p, y, S fuuzioni assegnate
dei loro argomeuti: Ie incognite sono Ie t'unzioui cp(#), F(x* y),
G(x, y), N(x, y, z) che figarano itnplicitaraente in cp(r), F(r, s).
G(»\ s), N(rs s, p) e figurano ancora nei primi membri con gli
argomenti x, y, z sostituiti rispettivamente da r, s, p. Altre nu-
merose ricerclie si potrebbero esoogitare.

Invece che alla trasformazione di quattro funzioui cp(a;), F(x, y\
G(x, y), N(x, yf z) in *(r), F(r, s), G(r, s), N(r, s, p), si potrebbe
pensare alla trasformazione di tre f unzioui R(x, y), K(x, y),
N(x,y,z) in H(r, s), K(r, s), N(r, s, p) per mezzo delle (9), (10), (13).

Da notare ancora che insieme alle relazioni (14), (15). (16), (17)
nei cui secondi membri figurano o(x), F(x, y), G(x\ y), iV(x, y, z),
che corrispondono alla trasformazione tensoriale (1), sussistono Ie
altre, corrispondenti alle (1'), nei cui secondi membri intervengono
<p(x). H(x, y), K(x, y), N(x, y, z).

Esse sono la (14) già scritta per defiuire cp̂ -), e Ie seguenti :
b

F(r, s) = g jy(x)f(x; r)dx-hfll(x, y)V{x, y\ r, s)dxdy +-
a R

! K(x, y)W(x, y\ r, s)dxdy -+- J N(x, y, z)Q(x, y, z; r, s)dxdydz,
R 'V

b

G(r, s) = \ f^(x)f(x; r)dx + flf(x, y)W{x. y; r, s)dxdy +
a R

K(x, y)V(x, y\ r, s)dxdy -+- / N(x, y, &)T(x, y, z\ r, s)dxdydz,
R V

N{r, s, p)=J H(x, y)X(x, y; r, s, p)dxdy ~H

j K(x, y)X(x, y; s, r, p)dxdy -H f N(x, y, z)S(x, y,z; r, s, p)dxdydz.

R V

e da esse risulta che se

H{x, y) = 0, K(x, y) = 0, N(x, y, z) = 0
è

b

{x; r)dx, F(r, s) = G[r, s) = \ *(r), N(r, s, p) = 0.
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lu quanto alla

<ù(r)=Ju(x)f(x; r)dx

corrisponde al fatto che si présenta nella trasformazione tensoriale
quando

Tl, = T'Jt = \ Tl U 4= i), Tl = 0(hj=i,h 4=j),

Tu si trasforma in Trr come Ie componenti covarianti di un vet-
tore, cioè

E come, assegnato ad arbitrio un vettore di componenti cova-
rianti Vt si puö definire un tensore T%} ponendo

rï, = F,, Tl, = T)i =\v„ (i^j), T% = 0 (h±i,

risultando :

analogamente, fissata ad arbitrio una funzione ®{x)T posto

F(x, y)=G (x. y)^2 *(*)»

la trasformazione
b

>(x)f(x; r)dx,

F(r, s) = G>, s) = \ i(r), JV(r, s, p) = 0

coincide per la particolare scelta delle funzioni F, G, N, con la
trasformazione (14), (15), (16), (17).

Si puö porre una domanda: lirai taudoci nel campo delle fun-
zioni continue, puö accadere che se

<p(ar) = N(x, x, x), F(x% y) = N(x, y, y), G{x, y) = N(y, x, y)

risulti

û(r) = N{r, r, r), F(r9 s) = N(r, s, s), G(r, s) = N(s, r , s )?


