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Relazioni e disuguaglianze su polinonii classici.

Nota di LETTERIO TOSCANO (a Messina)

Sunto. - È contemtto nelle ttltime righe del primo paragrafo.

1. Per i polinomi di HERMITE

di LAGUERRE

•di LEGENDRE

P„(a!) = tF, ( - n, « -t-

ultrasferici

valgono Ie relazioni

{1) fl-^x) - Bn^(x)H,^(x) = (n - 1) I " ? ^ ,

*>0,

1 _ œ* n - l

n(n H- 1) o
l

n\ (n —1)!

Per qaanto la loro dimostrazione sia semplice, ckè basta rife-
rirsi alla formula sommatoria di CHRISTOFFEL-DARBOUX, ad esse
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si è pervenuti in questi ultimi anni estendeado la ricerca di se e
quando i primi membri di esse relazioni sono positivL

La letteratura deU'argomento si puö trovare quasi compléta in
nn recente lavoro di A. E. DANESE (1).

In questa nota dapprima perfeziono la relazione (4) e ne aggiunga
altre analoghe per polinomi associati ai precedenti classici. Poi asse-
gno una nuova relazione sui polinomi di HEBMITE, con relative
disuguaglianze. E tale risultato costituisce lo scopo principale del
laroro.

2. Cominciamo con la trasformazione della relazione (4). tro-
vata da DANESE nella sua citata memoria, in altra piu semplice-
e definitiva.

n-1 (2X. j)
Posto St= 2 — ~ , si ha suceessivamente

i U ~i~ IJ :

_n-«-i (2X; l -h- i) _n~*-{ (2X, n—l-1)
0 1 ~ o1 ( I + » + l ) ! " o' (n — l)l

E poichè

\ " » *v v *•) /O") «_ M 7 1 7\ / O } M . O 7\ '

^ A -+- M- — i — i , h) y— óh — w •+- Ó^ i)
segue

(2X. n — 1) «-*-i r— M.. Z»
S, = — -—rn\ o (—2X — %-+- 2, /) '

Ancora

(2X, » - ! ) [ ; ( - » , ?) « ( - » , I)
n ! [o' (— 2X — n -+- 2, Z) n ^ (— 2X — » -H 2, Ï)J

(2X, n—l) f» ( - » , ?) 4 (—», » —1+. ï)
n !

(2X,^ — l)r« (_ w ,
n! [o!(_2X—w-i-2, ?) (-2X-W+-2,»—«)o'(—2X—i-*-2,

' ' ( - W » 1 ; - 2 X - n + 2; 1 ) -

({) ExpUctt évaluations of Turàn expressions^ Annali di Matematica
pura e applicata, (IV), XXXYII1, 1955, pp. 339-348.

Cfr. pure IJ. TOSCANO, SM una disuguaglianza relativa at poltnomi di
HERMITE, Boliettino della Unione Matematica Italiana, (III). T i l , 1952,.
pp. 171-173.
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Ma
2X -+- n — 1

%FX(— n, 1 ; — 2X — n -t- 2 ; 1) = 2X __ ,

e quindi

(2X. n — 1) (2X H- i, n — i) — (i + 1, w - i)
1 : = (2X -H t, w — i — 1) n ! ' 2X — 1

Eisalendo ora alla (4) si ottiene

{4')

~ r(»+2X)r(»-i-2XH-l) ^ ê! 2X — 1 [Pl
(X)(l)J

X=|=0 X > — i .

Questa è più semplice della (4) in quanto al secondo membro
di essa si présenta una volta e non due, il simbolo di sommatoria.

Per X = 1 e x = cos 6 si ha la relazione

(5) n(n -f- 2) sen2 (n H- 1)6 — (n -f- l)2 sen »6 sen (w H- 2)6 =

= 4 sen* 6 2, (n — i) sen* (i -H 1)6.
o

3. Ai polinomi richianiati nel primo paragrafo corrispondono
le funzioni di seconda specie

! x XFX[- » + J ; !; ï )

ïB
(a' (x) = — rfjtjjc-ff / , ( - a — W ; 1 — a ; x)

ft.™ W - F ( 2 2 y n r ^
B con Ie formule di riduzione

K(x) = JffH(as)fc,(*) — eïQ^ix)

l(*\x) = L(*\x)l[%) •+• r(a + lJ«-«e

«»'(*) = Pi.W(«) Q^W - T(2X)(x2 - 1 f
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restano introdotti i polinomi associati Grn_j(a;), FnZ\(x), Rn—\(x).
Anche per quesfci valgono relazioni del tipo (1),..., (4'), e si ha

<6) Gn*(x) - Gn_> ,(*)£„_,(*) = n

Y - (n •+- 2)FL*} i(*yFÎTli(as) H- F^\x)F^Lx(x) =

K n)

La prima è nota ('). Le altre due si ottengono a partire dalla
formula sommatoria di CHBISTOFPEL-DABBOTTX, e osservando che (3)

x A F%\x) -{n + 2)[F%Ux) - F%\x)] - L%li(x)

(i - x ' ) ^ Jtó.x)(ai) = (n + 2)[xR(«\x) - J&Ux)] + PÎMi(as),

« che

Seguono Ie disuguaglianze

<9) (n H- l ) ^ ^ ) ] 2 - (n -

-+- JÎf }(a!)-FÎrli(aî) > 0, a; > 0, oc> — 1.

<10) (n -H 1) [fii^(^)]2 - (n •+- 2)B&Uix^Ux) +•

-h- ̂ ^ ( x ^ i i t ^ ) > 0, — 1 < a; < 1, X > 0.

(2) Ii. KosCHMiEDBK, Das Vovzeichen gewisser ausHermiteschenPolynomen
zweiter Art gebildeter Determinanten, Akad. Wiss. Wien, Math. Fat . KL
Anz., 1951, pp. 165-167.

(3) Ju. TosOANO, Polinomi associati a polinomi classici, Rivista di Mate-
inatica délia Università di Parma, 4, 1953, pp. 387-402.
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4. Con particolare riferimento ai polinomi di H/ERMITE richia-
miamo la più generale formula di riduzione

hv{x)Hn^{x) - Hv{x)hn+V(x) = v ! e2 <?„_,fV(x) v > 0 .

E per i polinomi (x«,v(x) si ha (4)

(11)

la quale si riduce alle (1) e (6) per v = — 1 e v = 0.

5, Altra estensione della (1), ma di tipo diverso delle precedenti,
è la nuova relazione

2

Per provaria premettiamo un risultato sulle funzioni iper-
geometriche ad argomento unitario.

È noto che (5)

f a, b, c, — m ;
4 3 [k — 6, k — c, k -+- m ;

(fc, m)(fc—6—c,

ï—c,

—* a segue

4 3

(a. m)(a—b — c, m)
(a—b, m)(a—c, m)

l 1 \

a, b, c, —'.

a — b, a — c, c

2 , 6, c, — m ;

L2a '2"*"2a '

— m ;

(4) Ii TOSCANO, Formule di riduzione tra funzioni e polinomi classici,
Bivis ta di Matematica della Universi tà di Parma, 6, 1955, pp. 117-140.

(5) W. N. BA ILE Y, Generalised hyper geometrie series, Cambridge Uni.
versity Press, 1935.
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E per a ,= 1

1, 6, c, — m; 1 m!(l—6—c, m) i
^3 s

6, c, — w ;
1, ö-t-c—m ;i-b, 1—c, m-t-1; J~(l—6, m)(l-c, m)

D'altra parte vale la formula di SAALSCHÜTZ

r - m , 6, c; 1_r(d)r(L—w —e)r(l-4-6 —e)r(l + c — e)
< 2 [ cï, e ; I ~~ r(i — e)r(d •+• w)r(d — ô)r((i — c)

con

(13)

E applicandola al caso nostro si trova la formula

ml (1 — b — c,1, b, c, —m;

1 — 5, 1 — c, w +
_ i

j 22 "*" 2 (i —6, m)(l — c, w) *

Ci6 premesso, per provare la (12) prendiamo Ie mosse dal sua
primo membro che denotiamo con A. Si sa ch.e

n — i

Hl
n-r ( n — rv2

_s,(x) = 2S ( - 1)'8! , ) H\ ,(*).
0 \ S '

Quindi

E brevemente

con cr0 = i

n+,{x)Hm-t (x) =

(— l)j(n ~hi)\ (n — i)\ J (—j, r){n — r—i-t-1, i)

~ (n—j)\ (w— j)\ jl o' r\ ( n - r + 1, i)

Allora

»=!©-•«• m



EELAZIONI E DISUGUAGLIANZE SU POLINOMI CLASSICI 77

E poichè

resta

€ioè esplicitamente

n

. 2 (—i)t . ( » + * ) ( » — *) v - -

Intanto la somma rispetto all'indice i si puö scrivere

* ' ̂  (—

«cioè

Ç2m\\ f-M, » + l, - » + r, 1; 1
7 [-n, w + 1, w- r + 1; J

E applicando la (13) con b — n + l e c = — n -+- r, si trova che
taie somma è uguale a

(— l)w (2m) \ n \ (n — m) \ (— r, m) 1 i2m\ f }

2 m ! (n — r + 1, w) 2 V m /

Pertanto risalendo si ha

A — l (""1)J H* _(s)S (—i»r)[(-1)w(2w) tw!(w-w)l(—r,m) f

'/ J
1 /2m\
2\m

SuccessiTamente

(-1)'" (2m)\nl(n-m)l » ( -
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E poichè

4 ( - i . y) 07 r!
resta

A^- 1 )
2 ml J[{n— j)lfjl n jy m (n

D'al t ra parte

K (—h r)( — r> m) J~m (—h l •+" w)(— Z — m, *w)
m

r (w- — r + 1, m)r ! $l (n — m — ï + 1, m)(l -f- we) !

E poichè -

(— l)m(l ~+~ m) !
(— l — m, »n) = —~Y\

(n — m — ï + 1, m) (— n, m)(— ̂  + w, l) '

la précédente somma si puö presentare nella forma

( — j9 m) i~m (—j -t- w, )̂(— », ?)
(— n, m) o1 (— n -t- w, Ï)H '

e simbolicamente

, _ ? . g-F^— j •+- m, — n; —n + w; 1).

Da cui risulta uguale a

(— h w*)(w, j — m)

Risalendo si ha

__ ( ^ J ^ ( 2 w ) ! » ! ( » - w ) ! * (— 1)J' (—j, nt)(w, j — m)

2 m ! v ;

E cosï resta stabilita la (12).
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6, Dalla (12), al variare dell'indice m da 1 a n, si ha il sistema
notevole di relazioni

( 1 2 _ 1) « (1) Hn\x) - HH+l(x)S^.x(x) = (« - 1) ! 2, (|> ^ J,

(12 - 2) 3£r.»(») - 4fl-„.M(a!)ff„_1(a!) -+- fl.

(12 - 3) 10.ff„'(x) -

- ja-^jxjfl.^x)=30(» - 3) ! | o - m - 2) ̂ î r f !

E di queste solo la prima è nota.
In ogni caso si puö affermare ehe il polinomio di grado

Ç2n — 2m in x
g

— 2m in x

è definito positivo su tutto 1' asse reale.
Dalla

0,

sostituendo a x una radice a?„_2, t dell' equazione Hn^%{x) = 0, o
#«+2, t dell 'altra JffW4.ï(o;) = 0. si ottengono Ie

H.2(xn_$),) - ^Hn^{xn^ x)mn-x(xn_tl t) > 0

4

E queste provano la disuguaglianza

Hn*(x) - Xïïn+1(a5)Hff.1(a5) > 0

4
per i valori acn_tjl, ^n+j, i di x e con J E = Ö ! > 1 -

o
Analoghe disuguaglianze si possono stabilire con Ie (10 — 3),...,

(10-») .


