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Due teoremi sulle serie a termini positivi.

Nota di ERNEST STIPANIC (a Belgrado)

Sunto. - N. H. ABEL ha dimostrato {1] il seguente teorema :

o0
Se I dn é una serie divergente a termini positivi, allora la serie

n=1
= -] dll n
2 — sara divergente, dove Dp= 2 dx.
n=t Dn k=1

Partendo dalla serie convergenie a termini positivi U. DINI ha
dimostrato {2] il teorema analogo:
00
Se Z en € una serie convergente a termini positivi, allora la serie
n=1
% ¢n et
=z sara divergente, dove rn— = X ck.
n=1 I'n—1 k=n

Tutti ¢ due teoremi sono stati gemeralizzali [3].
In questo lavoro dimostreremo un teorema riguardante le serie

00 ! oo i
Cn Cn w [Cn Cn
z ( T ) ¢ - (‘— o —"')
n=1 \Tn—y Ta—y n=1\"x 'n

ed un allro riguardante le serie

S (dn d'n ) . 3 ( dn ' )
o — - —
n=1 D, D'y n=2 Dn—-t D'n—t
(e~ fe o] o o0
dove Y cn e X c'n somo serie convergentii mentre X dn e X d'n sono
n=t n=1 n=1 n=1

serie divergenti a termini positivi.

TeorREMA 1. - Siano

oo ~no
3 ¢. e X,
n=1 n=1
due serie convergenti a termini positivi e sia s la somwma della
prima serie e s’ la somma della seconda serie.

Se
C'l
(1,1) Ca €y, N —s 0O (c—,—-—+g, g>0,'n__.oo>
e
C’n C, et oo
L) D= (nens r=3 a; r=3 ) 0
r n—j r'r.—~l k=n kE=n

c'n Cn
— = y mEN
Tamy  Tu—y

i ragionamenti saranno completamente analoghi ai ragionamenti pel caso

¢ ¢
<= w€N.

’I'I,.__‘ T ra—y

(1) N & l'insieme dei numeri naturali. Quando &
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allora la serie

X ¢ ¢y
(1,3) :( — )

7
n=1 \"— LA

sara convergente ed avrd la somma

O (s
(1,4) ng(g—g) 0<© < 1)
Se
(1,5) ¢, =0(c,), n — o0 (Z'f — 0, n — oo)

allora la serie

® |e ¢
(16) S |-t
n=1|"n L
sara divergente.
DIMOSTRAZIONE. ~ Dimostriamo preliminarmente 1’ asserzione

quando sono soddisfatte le condizioni (1,1) e (1,2). Essendo

"
_— ; —-— —_—

’ , ’

C," c 91 r 17 ¥ —_ r 7? <rn—-l 7
’ — —

Yy LA T FT—y LY

= - — —?) (n € N)

r n—1 r ”n
risulta quindi

(07 S (e J= 3 2 (=)
k) _ ’ ’ -

!’
n=1 \Tn—1 (AP

Dalla condizione (1,1) segue

1‘11
(1,8) 'r—ln —g N —0°
e percid &
(7 7 s
9 Toma  Tw )\ _S
(1,9) WEI (T'n—l T,“) P

dove sono ry=s e ry/ —==¢".
Dalla condizione (1,2} segue

’

Y =0, Vo) — 1,
7 < VXS N
r n—1 ru—] ( )
oppure
[y -
(1,10 e (n € N)
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In base alle relazioni (1,8) e (1.10) avremo

oV Tw _ S
(1,11) mfr—,n__g e sup ot
Poiche
r’" r’n
0 < < (n € N)

n—I 7

risulta 1n rapporto alla (1,11) che deve essere

(1,12) 0 < ;i < = (n € V).

Dunque, in base alle (1,7), (1,9), (1,10) e (1,12) segue

0= > (j_u_ L)<£<S_ )
_'n 1 \Twm TI"—I g s’ g

cioé la serie (1,3) sard convergente ed avra la somma (1.4).

Dimostriamo ora 1’asserzione quando & soddisfatta la con-
dizione (1,5).

L4

Il

Mettiamo
7, r, 2 T 7'y
= P nEN
', Ty k=1 T[T = (n €N)
oppure
s, 7 re » [r’ !
V@ |V ey — V7
(1,13) _;_ — _(,)_ H (1 .k k—1 : %/ k) ('nEN)
L Ty k=1 Tk—l/r k—1 ‘

Dalla condizione (1,5) segue

r
- —0, n—oc

e percid in rapporto alla (1,13) la serie

’ "
T/ s — 13/7s

1,14 7
( ) T[T =1 |

k=1

sara divergente. Perche, se la serie (1,14) fosse stata convergente,
allora in base ai noti teoremi dalla teoria dei prodotti infiniti [4]
sarebbe anche convergente il prodotto infinito

)

7 ’
T[T et — T3/
’
T [7 1

ﬁ(1+

k=1
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rispettivamente, il prodotto infinito

ﬁ (1 . e 7'1;/7"7‘) )
k=1 =7 =
In rapporto alla relazione (1,13) risulterebbe
TTL
o q+0, n— oo

che & in contraddizione con la supposizione (1,5). Dunque, la
serie (1,14) deve essere divergente.

Poiche
7',1—-)/7',”—1 — ’rn/,r/n r, l T"—l — T’”—l (’n/ E N)
Yy L T T T, ',
si ha
(1 15) 020 /,-"__“//‘p'"__l - ’V',,/’l",, . nzo 7y ¥— _ Irln-l
’ n=1 a7 ey n=1 Yn—1| Ty ',
Inoltre &
7‘ 7

n=]

Siccome la serie (1,14) & divergente, si conclude facilmente, in
base alle (1,15) e (1,16), che la serie

,
Yo L
A

r r

n n

oo

)

n=1

sard divergente, cioé la serie (1,6). Con cid il teorema & comple-
tamente dimostrato.

TEOREMA 2. - Siano

~o
d, e 2 d,
1 n=1

Il 43

n

due serie divergenti a termini positivi.

Se
d
@1) duoodiy m—oo (G tt>0m— o]
e
d d n n
2.2 A w€N; D,= X d;; D',,= 2 d',} (¢
J k ‘L k
D n Dn k=1 k=1
(3) Quando & %,"—E%ﬂ, n € N i ragionamenti saranno completamente
n n

- . . d’ d
analoghi ai ragionamenti pel caso =" <<, n€ N.
n

D,—D,
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allora la serie

® (d a
23 g (52— 27
( ) n=1 Dn D n
sara convergente ed avrd la somma
dl
(2,4) S=3~‘(t —g‘—) 0=<y<1).
d, '\
Se
(2,5) d, =0(d’,), n — oo (3_7— — 0, n — oo)
L /
allora la serie
2| d d
2.6 2 e —
( ) n=2 'Dn._.l Dn-—x

sara divergente

DivosTRAZIONE (). — Si arriva facilmente alla relazione

x® (d d’ o D'._,(D D,_
2,7 b (—"— "): = ‘(—?-——% ‘).
( ) n=1 Dn »” n—=2 -Dn D " Dn—l

In base al noto teorema di SroLz-JENSEN [5] dalla condizione
(2,1) segue
D, d

lim —%= lim %»_¢
N —» 00 7 #—so0 O 7
e percid
2 (D D d
2,8 2 ( " ’n—l) — t _ _Tl .
( ) n=2 Dn D n-—1 d 1

Dalla condizione (2,2) segue

D'n —_ Dln—-l <= Dn e Dn-—l

(n€N; D,= Dy’ =0)

D’n - ‘D?’l
oppure
D"—l 'DM
(2.9) . < v, (n €N/
che significa
g Du _ D, _
in 7,=d, e sup v, =t
Essendo
.., D,

n

(3) Daremo la dimostrazione di questo teorema in una forma abbre-
viata perche essa & analoga alla dimostrazione del teorema precedente.
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risulta in rapporto alla (2,9) che deve essere

DI“— dl
- <a (n € N).

1
1

2,10) 0<

Dunque, in base alle (2,7), (2,8) e (2,10) segue
2 (d d’ a d
0< 2 <~2~—,”> ——'(t——,'-)
2 \D, D) S ' T
cioe la serie (2,3) sard divergente ed avra la somma (2,4).

Se & soddisfatta la condizione (2,5), allora si dimostra analoga-
mente come nel caso della serie (1,14), che la serie

> |Dp—y/Dw_y—D,D,|

2’11 E n—1 1 _ n 7 |
( ) n=2 Dn—)/D n—1
deve essere divergente.

Poiche

et D”"I/Dlﬂ—l _ DM/‘D,l' s -Dl‘n—l D D
2,12) X , Ml B | e e
{ ) n=2 Dn—l/D n—1 n==2 D n !D n—1 Dn—l i
ed oltre &
D\,

{2,13) 05— <1t (n € N)

risulta in base alle (2,12) e (2,13) che la serie

S| D D, |
’VL:2 D,n-’l Dn—l’

sard divergente, percheé la serie (2,11) & divergente. Siccome

D'n D"n — dn dln
Doy Do — Doy~ D, (n €N/1)

segue che anche la serie (2,6) sard divergente. Con cid il teorema
€ completamente dimostrato.

OSSERVAZIONE. - Se si prende

n
a — (h—1) "hy —
DW= X D, e D,/®=

v=1 v

Il p4s

(h—1} 0) — . 7(0) — !
IDV (Dn )“—dn) Dn '—‘dn)

e si suppone che

D (=—D
1 17

llm (k—1)
% — 00 n

esiste per un numero naturale k, allora si vedra facilmente,
secondo il principio d’induzione completa ed in base al noto teo-
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rema di SToLz-JENSEN ed alle (2,1) e {2,5), che la relazione
(%) D (k—1)
] 7 a— 1 n
nl_i{noo D /(h)_nl_l_l’nooD "(h—1)
sara soddisfatta per ogni k€ N.
L’ ultimo teorema si pud ora enunciare in una forma genera-
lizzata nel modo seguente:
Siano

~ oo
Xd, e 2Xd
n=1 n=1
due serie divergenti a termini positivi.
Se

d
andl‘)u N —> 0 (d_":"’ty t>0,n'_’°o)‘

{kr—1) (k—1)
D, D,

D = D = (n € N}
per un numero naturale k = p, allora la serie
oo Dn(p—-l) D"'(p—l)
£ (B = Bi)
sara convergente ed avrda la somma
D H{(p—1) _Dl(p—l)
S® = p. D=7 (t —_ Dl,(p__”> 0=u <)
Se
d
4, =0(d,), 1 — oo (% 0, n— oo)
@',

allora la serie

AD/(nk—l) D' k—1)
THEY T k)
D2, D,
sara divergenie per ogni k € N.

E evidente che la dimostrazione di questo teorema & comple-
tamente analoga alla dimostrazione del teorema precedente.

1043

n=2
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