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Due teoremi sulle serie a termini positivL

Nota di ERISTEST STIPAKIC (a Belgrado)

Sunto. - ]N\ H. ABEL ha dimostrato [i] il seguente teorema :

Se S du è una serie divergente a termini positivi, allora la serie
oo ^ n
21 =— sarà divergente, dove D n = S dk-

n=t -Un k=l
Partendo dalla serie convergente a termini positivi TJ. DINI ha

dimostrato [2] il teorema analogo:
OO

Se S cn è una serie convergente a termini positivi, allora la serie,
oo C Q OU

divergente, dove rn—1~ S ck-
n~l rn—1

Tutti i due teoremi sono stati generaliszati [3].
/n questo lavoro dimostreremo un teorema riguardante le serie

aï^ro riguardante le serie
dne S

dove 2] Cn e 2 c'n s<mo serie convergenti mentre 2 dn e 2 d'n

serie divergenti a termini positivi,

TEOREMA 1. - Siano

S c M e 2 e'„
n=l w = l

(2t*e serie convergenti a termini positivi e sia s la somma della
prima serie e s' la somma della seconda serie.

Se

(1.1) c M ~ c ' n ) ^ - o o f;̂  —flf, 0>O, w

e
d e i no °°

(1.2) -,-=- ̂  _ i - ^ 6JV; rn_, = JSM c, ; r'«_, =^21^ c', ) (»)

(l) N è V insieme dei numeri naturali. Quando è t j> n , n S JV
i ragionamenti saranno complet ameute analoghi ai ragionamenti pel caso



DUE

allora la serie

(1,3)

sarà convergente

(1.4)

Se

(1,5)

allora la serie

(1,6)

sarà divergente.

ÏEOEE^ri SULLE SERIE

00 / c

ed avrà la somma

«,=1(1-

c„ = 0(c'„), v

OO c„
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DIMOSTRAZIONE. - Dimostriamo preliminarmente l'asserzione
quando sono soddisfatte le condizioni (1,1) e (1,2). Essendo

risulta quindi

(1,7)v
«-i r'

Dalla condizione (1,1) segue

d,8)

e perciö è

dove sono r0 = s e r0' = s'.
Dalla condizione (1,2) segue

oppure
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In base aile relazioni (1,8) e (1.10) avremo

(1,11)

Poiehè

inf > —
1Y

e s u p z ; = ?-

risulta in rapporto alla (1,11) che deve essere

•'„ - 1(1,12) 0
' «V-i

{n € N).

Dunque, in base alle (1,7), (1,9), (1,10) e (1,12) segue

n=\ V«»
< - \ ^ ~

cioè la serie (1,3) sarà convergente ed avrà la somma (1-4).
Dimostriamo ora l'asserzione quando è soddisfatta la con-

dizione (1,5).
Mettiamo

4L = ! :f n r , rk ' u

oppure

(1,13)
* M ' n i - —

(n € iY)

(n Ç tf).

Dalla condizione (1,5) segue

-y- —* 0, M- - * oc
* »i

e perciö in rapporto alla (1,13) la serie

(1,14) 2

sarà divergente. Perche, se la serie (1,14) fosse stata convergente,
allora in base ai noti teoremi dalla teoria dei prodotti infiniti [4]
sarebbe anche convergente il prodotto infinito

n (i
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rispettivamente, il prodotto infinito

53

In rapporto alla relazione (1,13) risulterebbe

che è in contraddizione con la supposizione (1,5). Dunque, la
serie (1,14) deve essere divergente.

Poichè

si ha

(1,15) I

Inoltre è

(1,16)

*•„_./*• „_ ,

*•„_,/»-'„_, = S

0<-^-<l.

Siccome la serie (1,14) è divergente, si conclude facilmente, in
base aile (1,15) e (1,16), che la serie

sarà divergente, cioè la serie (1,6). Con ciö il teorema è comple-
tamente dimostrato.

TEOREMA 2. - Siano

n = l
dn e S d'„

serie divergenti a termini positivi.
Se

(2,1)

e

(2.2)

- o o ( !? -—f ,<>0 ,» —oo)

; D n = S dk; D'n= S d't
fcl k l

k=l

d' d
(2) Quando è ~r~ ̂  T^ , nS N i ragionamenti saranno completamente

analoghi ai ragionamenti pel caso •— < - ^ , n S N.
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allora la serie

(2,3)
n

sarà convergente ed avrà la somma

(2.4) S = *d

Se

(2.5) dn = 0(d'n), n^oo (^ _ O, n ^ oo)

allora la serie

(2.6) 1 ^ - — -^~

•d divergente

DIMOSTRAZIOISTE (3). - Si arriva facilmente alla relazione

- i (Dn
«/ n=2

In base al noto teorema di STOLZ-JEINTSE;NT [5] dalla condizione
(2,1) segue

lim —p = lim ~p z= t
n—*ooD,j w->oo d n

e perciö

(2,8)

Dalla condizione (2,2) segue

A,
, = D,'=0)

oppure

(2.9) fe^F; (n€iV/l)
che significa

D„ d, Bm

inf jy- = -j>r e sup -=y- = t.

Essendo

>„ A .
(3) Daremo la dimostrazione di questo teorema in una forma abbre-

viata perché essa è analoga alla dimosti*azione del teorema précédente.
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risulta in rapporto alla (2,9) che deve essere

Dunque, in base alle (2,7), (2,8) e (2,10) segue

€ioè la serie (2,3) sarà divergente ed avrà la somma (2,4).
Se è soddisfatta la condizione (2,5), allora si dimostra analoga-

mente come nel caso della serie (1,14), che la serie

(2,11) ^

deve essere divergente.
Poichè

<2,12) 2

ed oltre è

= 2
w=2

-D-
n-, !)„_,

risulta in base alle (2,12) e (2,13) che la serie

21 D'« Dn

sarà divergente, perché la serie (2,11) è divergente. Siccome

WZ ~ WZ — TT1 ~ WZ (n 6 NjV>

segue che anche la serie (2,6) sarà divergente. Con ciö il teorema
è completamente dimostrato.

OssERVA ï̂iONE. - Se si prende
n

D ih) = S Dya" l ) e D n

n * il

e si suppone che

S
V = l

esiste per un numero naturale fc, allora si vedrà facilmente,
secondo il principio d'induzione compléta ed in base al noto teo
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rema di STOLZ-JEISTSEN ed aile (2,1) e |2,5), che la relazione

lim -

sarà soddisfatta per ogni h Ç AT.
L'ultimo teorema si pub ora enunciare in una forma genera-

lizzata nel modo seguente :
Siano

H e S d'n
n=l n=l

serie divergenti a termini positivi.
Se

(d
dn CXO d'n , W - O O # — ï

{n€N}

per un numero naturelle k = p, allora la serie

S

à convergente ed avrà la somma

Se

allora la serie

sard divergente per ogni k 6 N.
È evidente che la dimostrazione di questo teorema è comple-

tamente analoga alla dimostrazione del teorema précédente.
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