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[00]
Sulla serie 2, a,|sin (Ax)|”%.
1
Nota di AnverLo Pistrora (a Milano)

Sunto. - St considera la serie
(oo}
(1) E]‘ 297 I sin(lkx) | Yk
1
supponendo che sia «, =0, 1,=0, vy=q>0, x€Il=0<x <+ o).
Si indica una condizione necessaria e sufficiente affinché la (1) converga

per quast tutti gli x dell’ intervallo I ed abbia per somma una funzione
(x) tale che x—Po(x), 1 <p < q—+ 1, sia sommabile in 1.

Consideriamo la serie

@® v
(2) 2, o | sin (M) |
1
supponendo che sia

0=0, w=q>0, W=0, zcl=(0<x<+ o)

Si prenda poi un numero p con 1 <p << g+ 1.
Sussiste allora il seguente

TEOREMA. ~ Condizione mecessaria e sufficiente affinché la serie
(2) converga per qunsi tutti gli x dell’ intervallo I e abbia per somma
una funzione o(x) tale che x—ro(x) sia sommabile in 1 & che converga
la serie

o0 % )\kp_l

) )
3 3, Ay,
(3) LRV )
oo
(!) Un analogo teorema, concernente la serie I,«, sin nx & stato dimo-
cd

strato da P. Heywoop (cfr. P. HEYWOOD, On the integrability of functions
defined by trigonometric series, The Quart. Journ. of Math., Oxford second
series, 9, 1954, 71), supponendo la successione {a,} non crescente (oltre
che infinitesima).
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La condizione & sufficiente. Infatti risulta

[o2]

n
3. [w—"ock | sin () | "k da =
1
0
0.
" :
=3, oc,l)\kp—"j -7 sing|%dt =
! 0
»n
= 2, % AP I (p, vi)
i

avendo posto
1 ©

I(p, V);)—_—/ t—?(sin ¢yr di + /t—P | sin ¢ | “k dt
i

0
= Ix(pa Vil Iz(p; Vi)

Risulta poi
1

1
I,(p, vi) = / = (sin ¢’k dt < ) =+ gt =
0

0
1

v—p +1

[oe]
e inoltre, posto Ly, =2, (1 + nx)~7,
0

0]

Lip, w)= [ = sint | "t

1+n 142
= / wdt o+ [ db+
1 1+n
147

= | |sint | %P+ (f +x)"P + ..

1
1+n

| dit

<1+ (L )P e [[sintl"kdt

1
.2

—2r, f (sin t) dt
0



(e o]
SULLA SERIE 2, o4 | sin (Xx) | V% 43
1

L ) ()

1

_ 2

e pr(}—'_vh—f—l_)
2

b (2)’

2
v, + 1
r
1 2
2

con N,=2V= L,.

Ne segue
4) I(p, vi) = Lip, v;) + Lelp, v)) <
v; +
1 F( 2 )
< ——-——— + N,
r(5)
v
T (=
< 1 N (2)
v,—p +1 Py, —p+1
— Ck
Ty, —p+1°
avendo posto
v+ 1
r(*5)

(D) Cr = 1+ ZV,n W
2
Risulta poi, dette 4 e B due costanti positive indipendenti da k,
v, +1
4 F( 2 ) B

Vi () Vv,

).

(?) Cfr., ad esempio, B. T. WairTakER, G. N. WaTsoN, 4 Course of
Modern Analyses, IV Edit.,, Cambridge 1940, pgg. 237, 240, 256.
() B v;=g¢>0. Risulta, per la formula di STIRLING, (cfr., ad es. op.
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Ne segue, indicata con D, una costante positiva indipendente
da k, ed osservando che & v, >¢> 0,

¢, <1+ BNpVEgyé + BN, Vv,
Vg
=D, \/V*I:(
Dalla (4) scende pertanto .
1ip, v < Dy —t
vi—p—+1

e quindi anche, detta H, una costante positiva indipendente da k,

H
I{p, —Z . *).
(p "1;)<Vvk *
E allora

0o

I [oc“’” | sin () | doe =
1 )
0

n
= 121.- 2 PP, Vi)

n A, P—1
< H, %, %k <
1

\)k

s pei
%t

oo
gﬂﬂzk —
1 Vv,

cit. alla (%), pag. 253),
v 01 02

T (v" +1 e o) b,

2) — 1\2
o) ey &
D(V_k) Yk V2e
2

=v;cwk7

con 0 <78,, 8, <1, 4 <m; < B essendo 4 e B due costanti positive indi-
pendenti da k.

Ne segue

_D(vk+1)
A 2 B
vvk V}‘-[‘<§k) Vv"
) EBvi=¢>0,1<p<qg+1. Risulta 0<yv;<vz—p—+1, ciod 0
<Y<1——1ij—1, quando si supponga 0 <7y <1—p;—1. Ne segue,
k

Vi 1 ¥
i—P+1 Ty Wy,
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1

e quindi la tesi, per la convergenza della serie (3) ed il teorema
di integrazione per serie di BEPro LEVI

La condizione & necessaria. Infatti risulta

oo oo

[w—”qz(az)dx =2, 0 {x“” I'sin (0,x) | dx
. TR
0 0

=3, 20! /‘t"’” | sin ¢ |*» dt
1 .
i

1+m

¢ P! [t—WI sin ¢ |"* dit
i

”
o

\%

1

1+m
n
=1 +=nr3, ock)\,j’"‘/[ sin ¢ |'= dt
1
i

|y

= L + 1)~ 5, 7= f (sin #)* dt
1
0

v, +1
o
:szka’k)‘ p—1_ N = [/

1

k
()

avendo posto G, = (1 + n)—*V=.
Dalla (6), posto M,—= AG,, segue

o0 ]-\ (VI‘ - 1)
3 2
/x—"cp(w)dx > G, o) P ——lv—
1 k
o l3)
» A, p—1
= M, 3, Xk
1 \'l Vi

e quindi la tesi.

Il teorema & cosl completamente dimostrato.



